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Chapitre 1

Introduction.

La statique des poutres élastiques! est un cas particulier de I’élasticité classique. On y étudie des
solides déformables, élastiques, en petites déformations et en petits déplacements, dont la forme est
assimilable & une ligne épaisse. Cette géométrie particuliere ameéne, au prix de quelques hypothéses,
des simplifications par rapport a 1’élasticité tridimensionnelle: les équations y sont plus simples et
leurs solutions souvent accessibles analytiquement. De plus, dans la vie courante, un grand nombre
de constructions (ponts, batiments, éléments de machines...) sont assimilables & des assemblages
de poutres. Ces deux raisons expliquent le large succes de ce modéle.

Pour mettre en place ce modéle, la démarche générale est la suivante :

A partir d’un calcul tridimensionnel en élasticité classique sur un trongon de poutre droite (le
probléme de Saint-Venant), on tente de réduire tous ces résultats a des valeurs sur la ligne moyenne
de la poutre. Ainsi, les grandeurs manipulées ne varient plus qu’en fonction de ’abscisse curviligne
sur la ligne moyenne.

On considére donc les efforts comme appliqués sur la ligne moyenne alors qu’en réalité, ils sont
appliqués sur la surface extérieure de la poutre. De méme, on considére que la connaissance des
déplacements de la ligne moyenne est une information suffisante, les déplacements des autres points
de la section droite étant considérés comme peu différents.

Par contre, la description des contraintes et celle des déformations restent tridimensionnelles car
leurs variations dans la section droite sont importantes et impossibles a négliger.

Comme dans toute modélisation, I'ingénieur doit s interroger sur le bien-fondé du choir du modéle
pour représenter une réalité. C’est en gardant bien a Uesprit les hypothéses qui y sont introduites,
qu’il pourra répondre a cette question, et évitera de faire dire au modéle ce qu’il ne peut pas dire.

Il existe un grand nombre de traités sur les poutres, dans lesquels on développe un grand nombre
de méthodes particulieres pour résoudre des problémes de poutres (et de structures de poutres).
Beaucoup d’entre-elles sont devenues obsolétes en raison du développement actuel des calculateurs
et des logiciels. Ce cours se limite donc aux fondements de la théorie des poutres et ne prétend
pas a ’exhaustivité. Il a seulement pour but d’exposer les notions indispensables & connaitre pour
comprendre les limites de la modélisation, comprendre les données nécessaires au modéle, et enfin
interpréter correctement les résultats d’un calcul.

1. Cette spécialité est communément (mal) nommée Résistance des Matériaux ou encore RDM.
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Chapitre 2

Géométrie des poutres.

2.1 Définition d’une poutre

Soit € une courbe orientée appelée ligne moyenne.
Soit GG son point courant et soit [ son abscisse curviligne mesurée a partir d’un point fixe O de C.
Soit enfin {¢,n, b} le triedre de Fresnet orthonormé associé a la ligne moyenne C en G.

Section droite
Ligne moyenne

FiG. 2.1 — Le triédre de Fresnet en un point de la ligne moyenne

On rappelle les formules de Fresnet définissant le triedre de Fresnet et les caractéristiques géomé-
triques des courbes dans &3

dOG .
t = — (tangente unitaire)
dt y o
n = Rm (normale principale unitaire)
b = tAmn (binormale unitaire)

dt_n_dn_ 1A b'db_ n

AR AT RTT aATTT

olt R est le rayon de courbure (toujours > 0) et T est la torsion géométrique?.

1. Ne pas confondre la torsion géométrique (qui est une caractéristique géométrique de C) avec la notion de torsion
qui sera introduite plus loin (qui est un mouvenent de déformation de la poutre sous certaines sollicitations).

[
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CHAPITRE 2. GEOMETRIE DES POUTRES.

Le plan {n,b} est appelé plan normal en GG. Dans ce plan on définit la section droite S de la
poutre, de contour extérieur fermé Q et de centre de gravité GG sur la ligne moyenne. La section
droite peut aussi avoir des contours intérieurs €; 2.

On appelle poutre, le volume engendré par les sections droites lorsque G décrit la ligne moyenne.
On suppose de plus que:

— Les sections droites sont constantes ou «lentement variables» lorsque G varie.

— Si on appelle d une dimension transversale de la section droite, on a en tout point de la

poutre d < R.

Ces deux hypotheses sont essentielles : elles permettre d’assimiler un trongon de poutre courbe de
longueur dl & un troncon de poutre droite. Cette approximation est & la base de tout ce qui suit.

Enfin, on se place dans le cadre de [’élasticité linéaire isotrope, en petites déformations et petits
déplacements: Le tenseur des déformations utilisé est donc €, et les équations déquilibre s’écrivent
sur la configuration initiale®. Le matériau constituant la poutre a donc une loi de comportement
qu’on rappelle ici:

o =2ue+ ATre G

solt encore. en utilisant E et v:

o= L €+ v Tre G
1+v 1—-2v

soit encore :

14+v
€ =

5 U—%TI’O’G

On rappelle les relations entre les coefficients de Lamé {u, A} * et les coefficients utilisés en élasticité

{E,v}:

F_u(2u+3)\) ; A

— —

prx VTN

FE ot )\ — Ev

=90+ (1+v)(1—2v)

2.2 Caractéristiques géométriques des sections droites.

On définit ici quelques caractéristiques géométriques de sections qui seront utiles dans la suite.
Elles permettent de caractériser la répartition de la matiére dans la section droite.

2.2.1 Centre de gravité.

Soit & une section droite, de point courant N et soit P un point fixe du plan normal, Le centre
de gravité (géométrique) est défini par:

1
PG:—/PNds
S s
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2.2. CARACTERISTIQUES GEOMETRIQUES DES SECTIONS DROITES.

F1G. 2.2 — Centre de gravité d’une section droite

11 est facile de voir que le centre de gravité G est indépendant du choix de P et qu’on a la relation :

/G’Nds:O
s

2.2.2 Moment statique par rapport a une droite.

Soit § une section droite, de point courant N et soit § une droite du plan de la section droite. Soit
K la projection de N sur §. Le moment statique de § par rapport a ¢ est défini par:

A@@:/KN@
S

F1c. 2.3 — Moment statique d’une section droite par rapport a la droite §
A est évidemment un vecteur perpendiculaire a 4.

Tl est facile de voir que si G € §, alors A (S,d) = 0. Les droites § qui passent par G sont appelées
droites centrales.

Si on définit un repére central orthonormé {G, #s, €3} dans le plan normal, on définit les nombres:

AQIA(S,ZEQ)~$3I/CL‘3CZS

A3:A(S,$3)~Jt2:jl‘2 dS

S

2. par exemple un tube.

3. comme en élasticité classique.

4. Dans beaucoup d’ouvrages sur les poutres, le coefficient de Lamé p est appelé module de cisaillement et est
symbolisé par G. Ne pas confondre avec le tenseur métrique G
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CHAPITRE 2. GEOMETRIE DES POUTRES.

qu’on appelle repectivement moment statique de § par rapport a x5 et moment statique de § par
rapport a @3

2.2.3 Moment quadratique d’une section par rapport a une droite.

Avec les notations précédentes, on définit le moment quadratique de & par rapport a ¢ :

I(8,6) = / KN? ds
S

Cette définition est identique a celle de moment d’inertie d’un solide autour d’une droite, mais
ici, le solide est bidimensionnel et plan, et sa masse surfacique vaut 1. On ’appelle ainsi souvent
moment d’inertie de § par rapport a d. Il en a les mémes propriétés qu’on rappelle brievement ici :

Si on définit un repere central orthonormé {G, @y, ®3} dans le plan normal, il existe un tenseur du
second ordre symétrique défini positif I appelé tenseur d’inertiede § en (G, dont les composantes
sur cette base sont :

I35 = /(Ts)Z ds I3 = —/ xax3 ds
[IG oo] == s S

I32 = —/ rolsg dS [‘3‘3 = /(I2)2
S S

tel que le moment quadratique de & par rapport a une droite § de la section droite, de direction
unitaire u, et passant par GG est donné par:

RI~® Iy T
s =ustozu=u [ 2 2 ][]

1l existe deux directions orthogonales ® unitaires { X o, X3} appelées directions centrales principales
d’inertie et deux valeurs propres {Is, I3} appelées moments quadratiques centrauz principauz telles
que I(;@XQ = [QXQ et I(;'@Xg, = [3X3

Dans le repére orthonormé {G, X2, X3}, les composantes de I se rangent dans une matrice
diagonale.

[2 I/(l‘g)Q ds 0
[Ig] = s dans la base principale
0 [33 = /(IQ)Z
s

2.2.4 Le repere local principal en théorie des poutres.

Comme on le verra dans la suite, la forme la plus simple des équations de la théorie des poutre
§’écrit dans le repere central principal d’inertie, complété par la tangente a la ligne moyenne. Toute
étude sur une poutre commence par la définition de ce repere.

Dans ce cours, on utilisera les notations suivantes :
— X1 = t: tangente unitaire a la ligne moyenne

— x1 =1 : abscisse curviligne d’une section droite sur la ligne moyenne §

5. car I est un tenseur du second ordre symétrique.
6. On utilisera plutot =1 et X1 pour les poutres droites et ¢ et [ pour les poutres courbes
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2.2. CARACTERISTIQUES GEOMETRIQUES DES SECTIONS DROITES.

— X5 : premiére direction principale d’inertie unitaire de la section droite d’abscisse x4
— X3 : seconde direction principale d’inertie unitaire de la section droite d’abscisse z;
— (x9,23): coordonnées d’un point de la poutre dans la section droite d’abscisse z;

Les sens de X5 et X 3 sont choisis tels que le repere orthonormé {G, X1, X2, X3} soit direct.

Ligne moyenne

b
FiG. 2.4 — Le repére local principal d’une section droite

En général, le repére {G, X5, X3} (lié aux propriétés de §) est différent du triedre de Fresnet (1ié
aux propriétés de C). On a toutefois

X =t

et les plans (n, b) et (X9, X3) sont confondus.

C’est dans le repére {G, X5, X3} que seront exprimés les résultats de la théorie des poutres.
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Chapitre 3

Actions mécaniques dans les
poutres.

De méme qu’en élasticité classique, on se limite a ’étude de la statique. Les efforts exercés sont
donc constants ou ”lentement variables” | ¢’est a dire qu’on néglige les effets dynamiques. Pendant
le passage de I’état initial a 1’état déformé, on considére que la poutre passe par une succession
d’états d’équilibre (hypothese ”quasi-statique”).

De plus, comme en élasticité classique, les déplacements étant petits, on peut écrire les équations
de la statique sur la configuration initiale.

Enfin, comme d’habitude en mécanique, les actions mécaniques sont représentées par des torseurs,
avec un vecteur résultant et un vecteur moment résultant en un certain point. Conventionnelle-
ment, sauf indication contraire, le vecteur moment est donné au point d’application du torseur,
c’est a dire au point ot il s’applique sur la ligne moyenne.

Toutefois, ’addition de deux torseurs n’a de sens que si leurs moments sont définis au méme point.
Il faut donc «transporter» les moments au méme point avant de les additionner. Notamment on
additionne des torseurs quand on écrit les équations de la statique:

> T =0

On rappelle pour mémoire la formule de transport des moments:

{0 b= {0 |
o Mp P_ MQ:MP—{—QP/\R Q

3.1 Actions mécaniques extérieures.

Si on isole une poutre (ou un trongon de poutre), on appelle actions mécaniques extérieures les
actions mécaniques appliquées par le milieu extérieur sur la partie isolée.

On distingue deux sortes d’actions mécaniques extérieurs :
— Les charges: Ce sont les efforts auquels la poutre doit résister.

— Les actions de liaison’: Ce sont les actions mécaniques exercées par les liaisons qui main-
tiennent la poutre en place.

En général, les charges sont des données du probléme, et les actions de liaison sont des inconnues.

1. Qu’on appelle parfois les réactions de liaison.

J. GARRIGUES ECOLE SUPERIEURE DE MECANIQUE DE MARSEILLE 11



CHAPITRE 3. ACTIONS MECANIQUES DANS LES POUTRES.

RB
RA
A B 7 A

Schema du montage Efforts exterieurs ala poutre isolee

Fic. 3.1 — Exemple d’efforts extérieurs a une poutre

Par exemple, dans la figure 3.1 F' est une charge, R4 et Rp sont des actions de liaison.

3.1.1 Les charges.

En théorie des poutres les charges sont considérées comme étant appliquées sur la ligne moyenne.
On distingue :

— Les charges concentrées: 11 s’agit d’un torseur appliqué en un point de la poutre. Dans
I’exemple précédent, la charge appliquée en C' est un torseur de résultante F' et de moment
en C nul.

— Les charges réparties: Ce sont des densités linéiques de torseur appliquées sur une portion
de la ligne moyenne?. Le plus souvent, les densités lindiques de torseur se réduisent & des
densités linéiques de forces. Les densités linédiques de moment sont rares dans la pratique.

3.1.2 Les actions de liaison.

Toute poutre (ou systeme de poutres) isolé et en équilibre a nécessairement des liaisons avec son
milieu extérieur. Les actions de ces liaisons sur le systéme isolé sont des torseurs qu’on définit
conventionnellement au point de la liaison®. Dans la figure 3.1, le torseur action de liaison en A

est’TA:{ IBA}

En théorie des poutres, on n’utilise que deux types de liaisons:

— Les liaisons parfaites: Ce sont des liaisons telles que le travail des forces de liaison dans les
déplacements relatifs permis est nul®. Ainsi, si la liaison permet une mobilité de translation
dans une direction u, la résultante du torseur de liaison est nécessairement perpendiculaire
a u. De méme, si la liaison permet une mobilité de rotation autour de la direction v, le
moment de la liaison est nécessairement perpendiculaire & ». Le lecteur est vivement invité
a analyser les torseurs de liaison des liaisons courantes.

— Les liaisons élastiques: Lorsqu’il semble difficile de modéliser une liaison par une liaison
parfaite, parce que les mouvements supposés bloqués ont en réalité une certaine souplesse,
on modélise cette rigidité imparfaite par un ressort. Pour un blocage en translation imparfait

2. On voit que contrairement a 1’élasticité tridimensionnelle, on ne peut pas envisager de densités surfaciques
ou volumiques. Notamment, si on veut tenir compte de 'effet de la pesanteur sur une poutre, on doit la modéliser
par une densité linéique de force appliquée sur la ligne moyenne: le poids par unité de longueur ( en N/m dans les
unités SI).

3. La encore, il y a une modélisation: la poutre étant assimilée & une ligne, son contact avec I’extérieur est assimilé
4 un point. La réalité est plus complexe. Puisqu’on résume les actions de liaison & un simple torseur appliqué en
un point, il ne faut pas s’attendre a ce que le modéle nous renseigne correctement sur ce qui se passe au voisinage
de ce point.

4. Pratiquement, cela signifie qu’on néglige les frottements dans la liaison
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3.1. ACTIONS MECANIQUES EXTERIEURES.

dans la direction u, on met un ressort linéaire dans cette direction, pour un blocage en
rotation imparfait autour de la direction v, on met un ressort spiral autour de cette direction.
Les raideurs de ces ressorts (en N/m ou en mN/rd) sont estimées ou résultent d’une mesure
sur une liaison existante.

Le choix d’un modéle de liaison est une phase essentielle de la modélisation d’un systéme de
poutres réel. 1l influe de maniére importante sur les résultats. Il est a la charge de l'ingénieur de
bien analyser la liaison réelle pour choisir le modéle de liaison adapté.

3.1.3 Equilibre des actions mécaniques extérieures.
Le principe fondamental de la statique affirme que la somme des actions mécaniques extérieures
(charges et actions de liaison) d’un systéme isolé et en équilibre est un torseur nul.

Si on note:

- { M les torseurs de charges extérieures concentrées aux points A;,
i)a

- { Z((l% } les torseurs de charges extérieures linéiques répartis sur la ligne moyenne,
G

- { Wk } les torseurs d’actions de liaison aux points aux points de liaison By,
k B

Le principe fondamental de la statique se traduit par les deux équations vectorielles :

ZFiJrZRH/p(z_) dl=0
7 k

ZOAZ-AFﬁZMﬁZOBkARHZWH/OMM;(Z) dl+/u(l) dl=0
) 1 k k

Si on considere les charges comme connues, et les actions de liaison non nulles comme inconnues®,
on peut classer les probléemes en trois catégories :

— Les problémes isostatiques: Le systeme d’équations de la statique est régulier pour les incon-
nues de liaison. On peut donc déterminer les inconnues de liaison en fonction des charges,
en utilisant uniquement les équations de la statique.

— Les problémes hyperstatiques: Le systeme d’équations de la statique est insuffisant pour
déterminer les inconnues de liaison. Il faudra des équations supplémentaires (déduites de la
théorie des poutres) pour déterminer complétement la solution. Les systémes hyperstatiques
sont trés courants dans la réalité industrielle.

— les problémes hypostatiques: Le systeme d’équations de la statique n’a pas de solution. Cela
signifie qu’il n’y a pas d’équilibre possible sous ’action des charges avec de telles liaisons.
Soit on veut étudier le mouvement et il faut alors écrire les lois de la dynamique, soit on
veut que le systéme prenne une position d’équilibre sous les charges et il faut ajouter des
liaisons pour s’opposer au mouvement.

I.’objet de ce cours étant la statique des poutres, on n’envisagera pas les problemes hypostatiques.

5. Le nombre d’inconnues de liaison dépend du type de la liaison qui a été choisie dans la phase de modélisation,
d’oti I'importance de I’analyse de la liaison.
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CHAPITRE 3. ACTIONS MECANIQUES DANS LES POUTRES.

3.2 Efforts intérieurs.

On définit les efforts intérieurs & une poutre (milieu continu curviligne) de la méme maniére qu’en
mécanique des milieux continus tridimensionnels: On imagine une coupure du milieu qui rend
extérieurs les efforts intérieurs.

Considérons une poutre en équilibre sous ’action d’efforts extérieurs (charges et actions de liaison).
Soit une coupure au point G, qui divise le milieu en deux parties Cy et C_.

C+

G Partie C- isolee \l/

F1c. 3.2 — Coupure dans une poutre

On appelle :
— T ext+ la partie du torseur des efforts extérieurs qui s’applique sur la partie Cy,
— T ext— la partie du torseur des efforts extérieurs qui s’applique sur la partie C_,

— T ¢ le torseur d’action de la partie Cy sur la partie C_ en G (c’est une action extérieure a
C_). T ¢ est appelé torseur des efforts intérieurs en G.

On peut écrire les égalités torsorielles® suivantes :
Equilibre global de la poutre: T epiq + T ext— =0
Equilibre de la partie C_: T gt + T =0

On en déduit deux maniéres d’évaluer le torseur intérieur 7 ¢ en G :

Ta= Tsxt+ = _Tsxt—

Les éléments de réduction Rg et M ¢ du torseur intérieur 7 ¢ sont habituellement définis en G.
11 est donc habituel d’exprimer T eztq ou Tezt— en G pour calculer les éléments de réduction R¢
et MG de TG.

Définitions.
Les différentes composantes du torseur intérieur défini en G sur la base locale principale d’inertie
de la poutre {G, X1, X3, X3} en GG ont des noms et des symboles usuels :
— N =Rg: X, : effort normal
— Si N > 0, on dit que la poutre est en traction au point G
— Si N <0, on dit que la poutre est en compression au point G
- Ty = R - X o effort tranchant suivant X,
— T3 = R - X5 effort tranchant suivant X3
- T =Ty,Xy+ T3X3: effort tranchant (vecteur dans le plan de la section droite).
- M; = Mg - X;: Moment de torsion

6. On rappelle que pour calculer la somme de deux torseurs, il faut les transporter au méme point.
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3.3. EQUATIONS D’EQUILIBRE LOCAIL DES POUTRES.

- M¢y = M - X5: Moment de flexion autour de X
- My3 = M - X3: Moment de flexion autour de X3
- M; = M¢ X5+ Mgz Xs3: Moment de flexion (vecteur dans le plan de la section droite).

Diagrammes des efforts intérieurs.

Pour représenter I’évolution de ces différentes composantes le long de la poutre, on a I’habitude
de les présenter sous forme de courbes en fonction de I'abscisse curviligne [. Par exemple, le
diagramme de ’effort normal est la courbe N = f (1), de méme on trace les diagrammes des autres
composantes. Ces représentations graphiques sont trés utiles pour la recherche des sections droites
les plus sollicitées.

3.3 Equations d’équilibre local des poutres.

Considérons une poutre soumise a un torseur extérieur réparti’ (charges et actions de liaison)
l 12
{ Z((l)) } . Considérons un trongon quelconque AB de cette poutre.
G

G B

Fig. 3.3 - Equilibre d’un trongon de poutre

Si on isole le troncon AB, ses efforts extérieurs sont :
— la partie de la densité linéique qui s’applique sur le trongon AB

— DP’action du reste de la poutre sur le point B, qui est par définition le torseur intérieur en B

(],

— DP’action du reste de la poutre sur le point A, qui est par définition I’'opposé du torseur intérieur

R4
en A{ M, }

Le trongon AB étant en équilibre, on peut écrire :
la nullité des résultantes des efforts extérieurs

B

—RA+RB+/ p(l) dl=0
A

et la nullité des moments en un point O quelconque des efforts extérieurs

B

B
—MA—OA/\RA-|-MB-|-0B/\RB-|-/ ;L(l) dl-l—/ OG/\p(l) dl=0
A

A

7. Le fait de poser que le chargement extérieur est une densité linéique de force ne restreint pas la généralité
de ce qui suit: en effet, une force ou un moment concentré peuvent étre vus comme une distribution de Dirac. Tl
suffit donc de considérer p (1) et p (I) comme des distributions, et les intégrales qui suivent comme des intégrales

de Lebesgue.
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CHAPITRE 3. ACTIONS MECANIQUES DANS LES POUTRES.

Or, R; et M ¢ étant des fonctions de [® on peut écrire les égalités suivantes:

B
dR
RB—RA:/ G

W dl
B
dM
MB—MA:/ G a
W dl
B
d(OGAR
OB/\RB—OA/\RA:/ %dz
A

Ce qui permet d’écrire les équations d’équilibre de AB sous la forme:

B
/ d‘ﬁﬂ)(l) dl=0
L dl

+u()+O0GAp(l) dl=0

/B dM ¢ N d(OG A Rg)
. dl dl

Ces intégrales étant nulles pour tout trongon AB, on obtient :

dRg
dl

+p(l)=0

Mg  d(0G A Rq)

dl dl +[L(l)+OG/\p(l):0

En développant la dérivée du produit vectoriel et en simplifiant avec la premiére équation, on
obtient les équations d’équilibre local:

dRg
nae H=o0
o tr)

dM ¢

y +tARg+p(l)=0

La résolution de ces équations différentielles vectorielles est une autre alternative pour la détermi-
nation du torseur intérieur.

3.4 Torseur intérieur et contraintes.

On considére maintenant la poutre comme un milieu tridimensionnel, la mécanique des milieux
continus nous enseigne qu’en tout point M de la poutre il existe un tenseur des contraintes symé-
trique o tel que la contrainte C en ce point et pour une facette de normale unitaire n est donné
par

CM;n, =0OM @n
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3.4, TORSEUR INTERIEUR ET CONTRAINTES.

Fic. 3.4 — Contraintes dans une section droite de poutre

Prenons comme coupure la section droite § en G (voir figure 3.4). Soit M le point courant de S.
La coupure divise la poutre P en deux parties Py et P_. Toutes les facettes ds de centre M de
cette coupure ont la méme normale n = X.

Le torseur d’action de la partie P, sur la partie P_ est I'intégrale des contraintes sur la coupure §
et c’est aussi par définition le torseur intérieur en G. On peut donc écrire les égalités vectorielles :

_I{GZ‘/(;']\/[_')(1 dS:/UM®X1
S S

_2\4—(;:/C;_Z\J/\C’]\/[X1 ds:/GM/\ch@X] ds
S S

Si on détaille les composantes du tenseur des contraintes en M sur la base locale de la poutre
{G,X1,X5,X3}° ona:

011 o172 013
[Cee] = | 021 022 033
031 032 033

En projetant les égalités vectorielles sur la base locale de la poutre en GG, on obtient :

N = /011 dS
S

T2 = /0'12 dS
S

T3 = /0’13 ds

S

Mt = /$20'13—$30'12 dS
S

Mfg = /;‘L‘g(fll ds
S

Mfg = /—$20'11 dS
S

L’interprétation des composantes des o est :

— o1 est la contrainte normale pour une facette de §. On Vappelle champ des contraintes
normales dans la section droite.

8. voir note précédente.
9. On rappelle que la base locale est orthonormée, il n’y a donc pas lieu de distinguer les variances.
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CHAPITRE 3. ACTIONS MECANIQUES DANS LES POUTRES.

— 091 = 019 est la composante sur X 5 de la contrainte tangentielle pour la direction X

— 031 = 013 est la composante sur X 3 de la contrainte tangentielle pour la direction X

— T = 013X 3+ 013X 3 est le vecteur contrainte tangentielle pour la direction X;. On "appelle
champ des contraintes tangentielles dans la section droite.

Il est remarquable de constater qu’il suffit de connaitre les champs o711, 019 et 013 dans la section
droite (c’est a dire les contraintes dans la section droite pour la seule direction X 1) pour déterminer

complétement le torseur intérieur. Les termes 093 et o33 n’interviennent pas'0.

Remarquer aussi que Deffort normal N et le vecteur moment de flexion M ne dépendent que
des contraintes normales dans la section droite (o11), alors que le vecteur effort tranchant T et le
moment de torsion My ne dépendent que des contraintes tangentielles dans la section droite (012
et 0'13).

Cependant, si on se donne la résultante R et le moment M du torseur des efforts intérieurs en
G, 1l existe une infinité de champs de contraintes dans la section droite dont I’intégrale sur S est
égale au torseur intérieur.

La recherche du champ des contraintes associé au torseur intérieur est ’objet du chapitre suivant.

10. Cette constatation suggere fortement I’hypothése de Saint-Venant qui sera faite au début du chapitre suivant.
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Chapitre 4

Probleme de Saint-Venant

Les restrictions sur la géométrie des poutres permettent d’assimiler un trongon de poutre courbe
de longueur dl a un troncon de poutre droite de section constante. Les résultats de la théorie des
poutres vont donc pouvoir se déduire de la résolution d’un probléme d’élasticité tridimensionnelle
sur un troncon de poutre droite de section constante.

On en déduira la répartion des contraintes normales et tangentielles dans les sections droites
en fonction du torseur intérieur, ainsi que des «lois de comportement» des poutres, c’est a dire
des relations entre le torseur intérieur et les déplacements et les rotations des points de la ligne
moyenne.

4.1 Définition du probleme

Géométrie:

Soit un corps élastique, isotrope, de forme cylindrique, de longueur 7, de section droite de forme
quelconque S. On note Q le contour extérieur de S et ; les éventuels contours intérieurs.

Fia. 4.1 — Le probleme de Saint-Venant

On considére ce corps comme un trongon de poutre. On choisit I'axe X1 sur la ligne moyenne (ligne
des centres de gravité des sections). Les axes X5 et X3 sont choisis sur les directions principales
d’inertie des sections droites.
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CHAPITRE 4. PROBLEME DE SAINT-VENANT

Chargement :

Fg,
Mg,
comment il est réparti sur cette section. Ce torseur représente I’action de la partie de poutre 21 > L
sur le troncon, c’est donc en fait le torseur intérieur en GGi. On note Fy, Fs, Fg, My, My, M3 les
composantes de ce torseur sur la base { X1, X5, X3}

La poutre est chargée sur sa section z; = L par un torseur { } , sans préciser exactement
G

D’autre part, la surface latérale du cylindre n’est pas chargée et les forces de volume sont nulles'.

On en déduit immédiatement que le torseur intérieur au point G = (21,0, 0) est:

Fg=Fg,
Mg=Mg, + GG1 N Fg, G

dont les composantes sont :

N = F

Ty = Fy

T3 = Fj5

M, = M,
My = My— F3(L— )
Mes = Ms+ Fy (L —x4)

Le troncon étant en équilibre, il est facile de voir, en écrivant I’équilibre du trongon, que le torseur
des actions extérieures au troncon dans la section Gy (action de la la partie 21 < 0 sur le trongon)
est le torseur:

—Fg, _ ) X - FXy—-F3X3
~Meg, — GoG1AFa, [, =\ =M X1 —(My— FsL) Xs— (Ma+ Fal) X5 [,

11 est égal & ’opposé du torseur intérieur en Gj.

4.2 Hypothése de Saint-Venant

Le probléeme d’élasticité posé précédemment apparait comme incomplétement défini. En effet, les
conditions aux limites sur les sections droites Sy et &1 sont incomplétes car on n’a pas donné
une condition en chaque point de ces sections, mais seulement une condition sur I'intégrale des
contraintes sur ces sections. Il y a donc a priori une infinité de solutions.

L’hypothése de Saint- Venant consiste a rechercher une solution telle que le tenseur des contraintes
soit de la forme:

011 012 013
[U'oo] = J12 0 0
J13 0 0

On verra plus loin qu’avec cette condition supplémentaire, on trouve bien un champ de tenseurs
des contraintes unique.

1. Cela ne veut pas dire qu’on néglige toujours le poids des poutres. Mais puisque dans une modélisation en
poutre on ne peut exercer des charges que sur la ligne moyenne, le poids propre sera donc modélisé par une densité
linéique. Il apparait donc dans le torseur intérieur.
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4.3. PRINCIPE DE SAINT-VENANT

4.3 Principe de Saint-Venant

Le champ de tenseurs des contraintes qui sera trouvé implique donc une certaine répartition des
contraintes dans les sections droites Sy et Si. Par exemple, en un point M = (L, za,z3) de la
section 81, la condition aux limites s’écrit :

ocy®X1=gq

oll g est 'action extérieure au trongon(une force par unité de surface) au point M. La résultante
et le moment résultant en Gy du champ g sont égaux au torseur {Fq,, Mq, }.

Fg,
Mg,
section droite &1 suivant la répartition g, sinon il n’y a pas de solution respectant ’hypothese de
Saint-Venant.

Autrement dit, le torseur chargement { } , qu’on s’est donné doit étre appliqué sur la
G

Le principe de Saint-Venant consiste a supposer que si le torseur { MG1 } n’est pas réparti
G g
convenablement, la perturbation des quatre zéros n’est que locale. Autrement dit :

La solution de Saint-Venant est valable loin de la section d’application des charges.

On admet en pratique que la solution est correcte au dela de quelques diametres 2.

4.4 Les équations du probleme de Saint-Venant

Pour résoudre ce probleme d’élasticité, on choisit la formulation en contraintes. Les équations a
écrire sont donc les équations d’équilibre et les équations de Beltrami.

Les équations d’équilibre sont :

dive =0

qui donnent sur la base {X 1, X5, X3} les trois équations scalaires :

01011 + Oa012+ 03013 = 0 (4.1)
Oro1a = :
61 g13 = 0 (43)
Les équations de Beltrami sont :
1 v
—Ao — grad grad Tr o + ATroG =0
1+v 1+v

2. Le principe de Saint-Venant n’est plus tout a fait un principe: Une thése de Kamel Belknani a I'université de
Bologne démontre qu’il n’est que partiellement vrai. Il a montré qu’en dehors de certaines répartitions g particuliéres,
les quatre valeurs non nulles s’amortissent exponentiellement avec la distance. Par contre, pour certaines répartitions
particuliéres, dites "bimoments” (ce sont des répartitions g de résultante nulle et de moment résultant nul), la
perturbation ne s’amortit pas: Elle se conserve le long de la poutre.
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CHAPITRE 4. PROBLEME DE SAINT-VENANT

qui donnent sur la base {X1, X3, X3} les six équations scalaires :

—Aoyy — 01011 = 0
1

Ay — — _
012 1+1j312ff11 0

—Agia— —
013 1_|_U313011 0
—022011 +vAoyy = 0
—0a3011 = 0
—033011 +vAon = 0

4.5 Résolution des contraintes

Intégration de o

Les équations 4.4, 4.7 et 4.9 montrent que les termes 011011, 022011 et O33011 sont solution d’un

systéme linéaire homogene et donc:

011011 = 022011 = 033011 = 0

Avec I’équation 4.8, on en déduit que la solution générale de o171 est:

11 = a1y + ag+ (b1zy + bo) 22 + (c121 + o) 23 ‘

Les constantes d’intégration de o011 seront déterminées par les conditions aux limites.

Intégration de o5 et 013

Les équations 4.2 et 4.3 montrent que 015 et 013 ne sont pas fonction de z;.

Compte tenu de la solution o11, I’équation 4.1 devient :

a1 + bizo + c1z3 + G202 + O3013 = 0

soit encore

C;—l + 13+ Oao1a = —6;—1 —bixy — 3013

et donc

a a
0 71$2+C1I2$3+012+f(333)} =03 [—71333—[711‘2233—013—9(;732)

ot f(z3) et g (x2) sont des fonctions continues dérivables arbitraires.

Tl existe donc une fonction ¢ (z2, 23) telle que

a
82‘30 = —711‘3 — b1l'2333 —013— ¢ (IQ)
a
8380 = 7]172+C1$2$3+0'12+f($3)
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4.6. CONDITIONS AUX LIMITES

et les contraintes o159 et 013 sont:

ay

o2 = Osp— 71»2 — crzaws — f(23)
a
o135 = —Oyp— 71;133—1)1132333_9(*”2)

11 reste les équations 4.5 et 4.6 qui donnent une condition sur ¢ :

1

O3Ap = —]+Vb1+333f
1

agAgo = —1+V(31—822g

soit encore

1
Ap=— b1$3+1—61$2+33f—32g+/1

+ v

14+v

f (z3) et g (z2) étant arbitraires, on choisit:

1 3
x = —b
] (w3) T+v ' 2
1 $22
g(za) = TERvae
@ (22, x3) est donc solution de ’équation :
Ap=A
et les contraintes o5 et 013 sont:
6 a1 1 $32
o1 = — — 9 — C1ToT3 — —
12 Bp — 5 T2 12ty 127173
8 a1 b 1 i)
o3 = — — —x3— bizoxs — €] —
13 29 = 5 ¥a— hitals 1272

Le calcul de 012 et 013 se rameéne donc a la recherche d’une fonction ¢ (z2, 23) a laplacien constant
A sur la section droite. La solution générale ne peut étre donnée ici, puisqu’elle dépend de la forme
de la section.

4.6 Conditions aux limites

Les conditions aux limites sont & écrire sur toute la frontiére.

Sur la section Sj:

La normale extérieure est —X 1, les efforts extérieurs sont ¢ = —o® X1, Leur intégrale sur Sy
étre équivalente au torseur —Fa,
—_2\4—(;1—C;’()C;l/\_F'(;1 a

—/ o®X,ds=—-Fg,
So
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CHAPITRE 4. PROBLEME DE SAINT-VENANT

et

- GoMAU®X1 dS:—M(;l—G()Gl/\F(;l
So

c’est a dire les six équations scalaires :

—/ g11 ds = —F1 (410)
So
—/ 019 ds = _F2 (411)
So
—/ a13 dS = —Fg (4]2)
So
/ —1720'13+J?30’12 dS = —M1 (4]3)
So
/ —Ir3011 dS = — (M2 — Fg[/) (4]4)
So

— (M3 + Fy 1) (4.15)

/ roo011 dS
So

Sur la section S :

La normale extérieure est X1, les efforts extérieurs sont ¢ = 0 ® X1, Leur intégrale sur S doit

o Faa
étre équivalente au torseur
Mg, |,

/ o®X1ds=Fg,
S,

et

G1M/\O'®X1 dSIMG
S1

1

c’est a dire les six équations scalaires :

/0'11d5 = F1 (416)
S
/Ulgds = F2 (417)
S
/Ulgds = F3 (418)
S
/$20’13—£L‘30’12d8 = M1 (419)
S1
/.1730’11 dS = MQ (420)
S1
/—$2011 dS = M3 (421)
S1
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4.6. CONDITIONS AUX LIMITES

Sur la surface latérale:

La normale extérieure est n = (0, ny, ng), les efforts extérieurs sont nuls:

oc®@n = (012n2 + 013n3) X1 +0X2+0X3=0

et donc

o12n9 + o13n3 =0

Or, le vecteur T = 012X 3 + 013X 3 est la partie tangentielle de la contrainte dans la section droite
(c’est a dire la partie tangentielle de ¢ ® X1 ), la condition de surface latérale implique donc qu’il
est perpendiculaire a m et donc tangent au contour Q.

X3

F1G. 4.2 — Condition aux limites sur le contour de la section droite

La condition aux limites peut donc aussi s’écrire :

rAdN =0 YN €Q (4.22)

Ainsi, sur la surface latérale d’une poutre, le vecteur contrainte tangentielle dans la section droite
est tangent au contour.

Exploitation:

Le lecteur vérifiera sans difficulté les résultats suivants®:

Les conditions 4.10 et 4.16 conduisent a:

Les conditions 4.14, 4.15, 4.20 et 4.21 conduisent a:

—Ms — F5L My — F3L
by=———; cg = ———
I3 Iy

Fy Fy
= — . C1 = —
1 [2

b
1 1—3;

L’expression complétement déterminée de o1 est donc:

Fl Mg—Fg(L—l‘l) M3-|-F2 (L—Zl)
< T ~T3 — ~ T3
S Iy I3

011 =

3. En tenant compte du fait que les axes X3 et X3 sont centraux principaux pour les sections droites. Les
moments statiques fs ry ds et fs r3 ds sont nuls, et les moments d’inertie principaux sont I, = fs x3? ds,
I3 = fS 92 ds avec fsxgxg ds = 0.
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CHAPITRE 4. PROBLEME DE SAINT-VENANT

soit encore, en fonction des composantes du torseur intérieur en G :

N My, Mgs
o111 = = — T3 — — T2

S I I3

La condition 4.22 conduit & une condition que doit respecter ¢ (x2,z3) sur le contour :

dg&’ = |——T9T3 — —r9ks + — d;l‘g

Ty Ty .1322 n 13 Ty '1'32
L R _r3T
Is L20+v)| 7| L Is 2(1+v)

Ainsi, dans une section droite, la valeur de ¢ (22, x3) est imposée sur le contour (a une constante

pres) 4.

Les conditions 4.11,4.12, 4.17 et 4.18 sont identiquement vérifiées si la condition 4.22 est satisfaite.

La condition 4.19 conduit a:

T z3? T 9 z52
M, = —Z9090 — 230 ds-|-—/ (—1“2.'13 +7) ds + — (—xax + ———|ds
t /5( 2029 3360) s Js 2 T3 2(1-|—y) To Js 223 2(1-|—1/)

C’est cette équation qui détermine la constante A.
Le lecteur pourra vérifier (en transformant la premiére intégrale) qu’elle peut aussi s’écrire :

TQ/ 9 z3? > T < 9 zs? >
M, =2 . d Py d o d _ mal e d + = e R d
! /580 S+/Q$D(I3 raT $3)+[3 5< " x3+2(1+1/) 3 Iy Js e +2(1+V) ’

(4.23)

4.7 Résumé des résultats sur les contraintes

Dans une section droite de poutre ou les composantes du torseur intérieur sur le repére local sont
{N,T5, T3, My, Myo, Mys}, on a les résultats suivants:

— Le tenseur des contraintes dans la base locale est de la forme:

Jg11 012 013
[0‘..] = d19 0 0
J13 0 0

Les contraintes dans la section droite (de normale X'1) sont:

11 012 013 1 o11
019 0 0 0 = J12
J13 0 0 0 J13

La contrainte normale dans la section droite est :

X, 0(Xy)=0(X1,X1) =0

Le vecteur contrainte tangentielle dans la section droite est :

T = 0'12X2 +0'13X3

4. Le lecteur est invité a vérifier que la fonction ¢ est bien continue sur 2, c’est a dire qu’on retrouve la méme
valeur aprés un tour (fﬂ dp ds = 0). Cette affirmation est encore vraie s’il existe des contours intérieurs.
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4.8. PROPRIETES DU CHAMP DES CONTRAINTES TANGENTIELLES

— Les composantes de o s’expriment en fonction du torseur intérieur :

011 = 5 + T, 3— [—3932
Ts 1 T z3°
o172 = 83%7—[—2,7:2133—1_'_1/[—3 5
Ty 1 T3 x5?
Jg13 = 3230 [—31‘21‘3 1—|—1/E B)

ol ¢ est une fonction de z4 et x3, définie & une constante prés, dépendant de la forme de la
section droite et solution du probléme suivant :

— ¢ est solution de I’équation différentielle :

Ap=A

— La valeur de ¢ sur le(s) contour(s) est imposée par:

T3 Tg .’[,‘32
_3_ "2 14 ki) 2_ " |y
122(1+y)] r”[1{’32”"3‘*132(1+y) 3

Tg T3 .’1722

dgo = I:—E.I‘gl‘g

(Ne pas oublier que sur le contour, dzy et dzs sont liés.)

— La constante A est déterminée par :

M, = '2/gpds—{—/gp(a@gdmg—mgdmg)-n
S Q

T 9 z3? ) T3 < 9 52 )
— —x9 — | ds+ — —x9x3° + ————— | ds
I 5< 2 3+2(1+y) I Js 273 +2(1+y)

A dépend donc de My, Ty et T5.

—+

4.8 Propriétés du champ des contraintes tangentielles

Dans le plan de la section droite, le champ 7 a des propriétés intéressantes qui permettent d’avoir
des renseignements sur 7 sans connaitre .

Qo

F1G. 4.3 — Propriétés des contraintes tangentielles dans la section droite

Soit un contour fermé Q* entierement compris dans la section S, entourant une portion §* de S.
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CHAPITRE 4. PROBLEME DE SAINT-VENANT

4.8.1 Circulation de 7 le long de Q*

Le contour Q" (Q* complété par les chemins confondus AB et B’ A’) entoure une zone simplement
connexe. Le théoréme de Stockes permet d’écrire :

/ T-dl = X, -rot TdS:/ (02013 — O3012) ds
QI* S* *

En remplacant 014 et 013 par leurs valeurs:

v To
dl = —AS* + * X3 ——A Xy

Or, par définition de Q'*,

B A
/ T~dl:/ T-dl+/ T-dl+/ T-dl+/ T-dl:/ T~dl+/7'~dl
n/* * A _Q BI * Q’L

i

ol fn désigne la circulaton sur le contour intérieur.
;

On en tire la circulation cherchée :

T
/*T.dz:_As* 1: [2 (8, X3)——A (8%, X2]+Z/T dl

ol le dernier terme est la somme des circulations de 7 le long des contours intérieurs décrits dans
le sens positif.

4.8.2 Flux de T a travers Q*

. N . . . *
De la méme maniére que pour la circulation, on calcule d’abord le flux de 7 & travers Q7. Le
théoréme de la divergence permet d’écrire :

/ T~ndl:/ diVTds:/ (02012 + D3013) ds

T étant tangent au contour, son flux a travers les contours intérieurs est nul.

On obtient donc:

T T:
/ rondl=—22A(8X5) — 2A(8*, X,)
1% [3 IQ

4.9 Déformations et déplacements

Le tenseur des contraintes o étant connu, la loi de comportement élastique isotrope donne le
tenseur des petites déformations €:

1 011 (I1+v)o1s (14v)ors
[6..] = E (] + I/) a192 —Vo1 0
(] + I/) a13 0 —Vo11

1
Il existe bien un champ de déplacement £ tel que € = ) [gradf + gradtf], car les équations de

Beltrami garantissent I'intégrabilité de e.

Pour calculer &, on utilise la méthode standard vue en mécanique des milieux continus : on calcule
d’abord le tenseur des rotations antisymétrique €2, puis le champ &.
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4.9. DEFORMATIONS ET DEPLACEMENTS

Calcul des rotations:
Q est solution de

grad = —EQ@rot'D

En coordonnées cartésiennes, les composantes de € sont solution des équations différentielles :

inj = (6j€z’k — 81'61”') d;‘L’k

Q étant antisymétrique il suffit de calculer Q5, Q93 et Q31

Par exemple, pour Q45 :

dQ9 = (Oa€1k — O1€x2) dog

qui équivaut aux trois équations différentielles :

01Q1a = Oae11 — Orern
0212 = Oae1a — Orean
03Q19 = Oae13 — O1€39

Le lecteur vérifiera sans difficulté, en replacant € puis & par leurs valeurs, qu’on obtient :

1+v Ty .1722 .1732 T3 Ty .1312 Ms
Qqy = B30 — A. 22 (b2 ) B B ey =2 (L =) R
1=~ (O — Awg) + oo <” y —(1+v) EL 2T B U Sty

De méme, on obtient :

Tg MS TS
Qo3 = —v——x3 (L — — v ——xo (L —
93 VE1,31‘3( z1) VE[3I‘3-|-VEI2£L‘2( z1)

Ms 1+v
—VE];$2+—E Axi + «

et

_1+v T3 x5 z3” T T3 ' My
Qa1 = —5= (9o = Awa) + <(1+”)T_”T “ERtmt gL\ ) g A

On introduit le vecteur rotation® de la particule en M :
1 =
R=_ERQ
2
dont les composantes sont :

Ri =Qa3 Ry =Q31 Ra= Qs

Calcul des déplacements:

Le champ des déplacements est solution de I’équation différentielle

gradé = e+ Q

5. c’est le tenseur adjoint au tenseur antisymétrique £2.
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CHAPITRE 4. PROBLEME DE SAINT-VENANT

soit, en coordonnées cartésiennes :
Par exemple, pour le calcul de & :

d&1 = (e1j + Quy) dz;

ce qui équivaut aux trois équations différentielles :

& = a1+ =en
&1 = €2+ Qs
03¢ = ez + Qs

dont la solution est :

E N T2 + T3 I 1‘12 + M2 M3
V=B T \EL T EL 177 WEL T ER?
3

+ T2 1323
El; 1”76

Ct TZ(xg,xg)—i—'yxz — B3+ ao

La fonction ¢ (29, 23) dépendant de la forme de la section droite, on a introduit une fonction
Z (x2, x3) pour pouvoir écrire la solution. La fonction Z (z2, 23) est solution du systéme différentiel :

('32Z = 28330—14;‘63
037 = —203p+ Az,

soit encore vectoriellement :

‘grad Z = ('Zgradga—AGM)/\X1‘

Remarques:

— 7 (29, ®3) est définie & une constante pres qui joue le méme role que ag. On peut donc
prendre par exemple 7 (0,0) = 0.

— On est assuré de Pexistence de Z (24, z3), car on a bien 9237 = 0327
— Z (9, 3) est une fonction harmonique.

Le calcul de &3 et &3 est plus simple car ¢ n’intervient pas dans les équations. On obtient :

o =—v é\;mg +v(L—2) [2?[3 (z9? — 23%) + %le‘:&]
4 [% (,13 2—9332) — Eﬁéxﬂ@, + I—I_TVA.I‘lIg...
[E—I3+E—I3 —%)]%—7$1+a$3+ﬂo
s = y%ms + v (L — 1) [2?[2 (237 — 25%) + g—;TQTg]
4y [—2]\;—2 (z3? — z57) + E—[Za:g:cq] — 1;”14231332
o+ —%.Z-I-ELZ(L—%)] %-ﬁ-[)’ﬂ:l—aa:g-l-’yo
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4.10. APPLICATION DE LA SOLUTION DE SAINT-VENANT AUX POUTRES

Les constantes «, 3, %, ag, Bo, Yo qui apparaissent dans le champ &€ définissent un champ de déplace-
ment de solide. En effet, tout champ de déplacement calculé & partir d’un tenseur de déformations
est défini a un champ de déplacement de solide pres.

4.10 Application de la solution de Saint-Venant aux poutres

Le champ de déplacements trouvé est un champ dans tout le volume de la poutre. En théorie des
poutres, on ne s’intéresse qu’aux mouvements des points de la ligne moyenne. On définit donc:

— La rotation des points de la ligne moyenne:

w=R(z1,0,0)

— Le déplacement des points de la ligne moyenne :

u =& (21,0,0)
On a alors:
wy = —6230(0,0)HTV—<L$1—§>Eiz+x1%—%
wz = —5330(0,0)1+Ty+<1;m1—%2>EF—;3+J:1E££—%
N ag
mos MEstE

Pour éliminer les constantes dues au champ de déplacement de solide, on dérive ces résultats par
rapport & z1. On voit alors apparaitre les composantes du torseur des efforts intérieurs, et on
obtient finalement les lois de comportement des poutres qui donnent I’évolution de la rotation w
et du déplacement u le long de la ligne moyenne:

— Evolution de la rotation de torsion (en radians/m) en fonction de 1 :

dwl__Al—i-l/ A

dzy E ~ 2G

ot on a posé G = ———— (= p le coefficient de Lamé)©.

2(1+v)

— Evolution de la rotation de flexion en fonction de z :

dwy M fo(z1)
d.fL‘l a E[Q
% _ Mfg(’l‘l)
d.’I‘l - E[g

6. Cette notation est utilisée dans tous les traités de théorie des poutres. G est souvent appelé module d’élasticité
transversal ou module de cisaillement
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CHAPITRE 4. PROBLEME DE SAINT-VENANT

soit encore sous forme vectorielle :

dwss _ Mf2(I1)X2 n M f3(z1)

X
dz, Els Fls 3

ol was est la rotation de flexion waz = wa X9 + w3 X3.

— Evolution du déplacement longitudinal en fonction de z; (allongement de la ligne moyenne) :

dU] N(I‘1)

dr, ~ ES

— Evolution du déplacement transversal en fonction de 2 :

d2U2 _ Mfg(.]?l)
d$12 - E[g
d2U3 _ _Mf2($1)
dCE12 o EIQ

Ces équations différentielles permettent de calculer les rotations et les déplacements des points de la

ligne moyenne d’une poutre droite, en fonction des composantes du torseur des efforts intérieurs .

4.11 Application aux poutres de faible courbure

Connaissant le torseur des efforts intérieurs dans une section, le probléme de Saint-Venant a permis
de calculer le champ du tenseur des contraintes dans cette section. De plus, on sait calculer les
évolutions le long de la ligne moyenne de la rotation et du déplacement des points de la ligne
moyenne.

Ces résultats ont été établis pour une poutre de ligne moyenne rectiligne, et de section droite
quelconque. Pour les poutres droites, on calcule les rotations et les déplacements de tout point de
la ligne moyenne par simple intégration des lois de comportement.

On va étendre ces résultats aux poutres courbes, en supposant que chaque trongon de poutre
courbe de longueur dl se comporte comme un trongon de poutre droite. Cette approximation est
correcte si la courbure est faible, ou plus précisément, si les dimensions transversales d de la section
droite restent petites devant le rayon de courbure R de la ligne moyenne.

d< R

Il ne faut pas oublier que pour les poutres courbes, la base locale (X1, X2, X 3) n’est plus constante
le long de la ligne moyenne. Les lois de comportement précédentes doivent étre réinterprétées :
Elles donnent les dérivées par rapport a ’abscisse curviligne du vecteur rotation et du vecteur
déplacement, en fonction des composantes du torseur intérieur sur la base locale.

Considérons une poutre courbe, et deux points quelconques A et B sur la ligne moyenne. On note
[ I’abscisse curviligne le long de la ligne moyenne. On considére le trongon AB et on note w4 et
u 4 le vecteur rotation et le vecteur déplacement du point A. On se propose de calculer la rotation
et le déplacement du point B.

7. L.e moment de torsion M; n’apparait pas explicitement. Il faut se rappeler que la constante A est déterminée
par une condition aux limites 4.23 faisant intervenir M;, T, et Ts. Elle est donc fonction du moment de torsion et
de Deffort tranchant. On aperqit ici la possibilité de voir une poutre se tordre méme si le moment de torsion est nul.
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4.12. CONCLUSION

C Re (1 , . .
Le torseur intérieur est a () , et I’évolution le long de la ligne moyenne du vecteur
Ma(l) Jq
, , , L . dw (1)
rotation et du vecteur déplacement provoqués par ce torseur intérieur sont maintenant al ~ et
du (1)
dl

Le mouvement du point B est la superposition de deux mouvements:
— celui du au mouvement du point A
— celui du a la déformation de la poutre entre A et B.

La rotation de B est donc donnée par :

wnmont [ (%20 a

et le déplacement de B est donné par:

B B
uB:uA+wA/\AB+/ du () dl+/ do () \ aB)a
L\ dl N dl

oll G est le point courant entre A et B

dw (I . . , Ny .
et (%) AGB est le déplacement élémentaire de B du a la rotation de déformation élémentaire

au point G.

Si on remplace en fonction du torseur des efforts intérieurs :

du_ Nt dw_Mtt de2X de3
A ES T Y EL T B,

X3

ot J est une constante fonction de la forme de la section droite qui sera précisée lors de 1’étude
de la torsion.

On obtient :

B
M, dM;y, dM;s
= —t X X3 | dl
wp “-’A+/A <GJ+E[2 2+ Bl 3

= w4+ /\AB+/BNtdl+/B Mtt+de2X +de3X AGB dl
Up = naTwa . ES L \GJ T FEL T ER P

Ces deux formules sont appelées formules de Bresse. Elles permettent de calculer la rotation et le
déplacement d’un point B quand on connait la rotation et le déplacement d’un point A. Lorsqu’on
travaille sur des poutres courbes, la loi de comportement est utilisée plutot sous cette forme.

Il est important de noter que ces intégrales sont des intégrales vectorielles. Pour les calculer, il
faut généralement les projeter sur une base globale fixe.

4.12 Conclusion

Connaissant le torseur intérieur en tout point d’une poutre, on sait calculer le champ du tenseur
des contraintes dans toute section droite. Les lois de comportement sous forme différentielle ou
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CHAPITRE 4. PROBLEME DE SAINT-VENANT

sous forme intégrée (formules de Bresse), permettent de calculer la rotation et le déplacement de
tout point de la ligne moyenne.

Les chapitres qui suivent ne sont qu’une exploitation de ces résultats. La théorie des poutres étant
une application de la théorie de 1’élasticité, on a & notre disposition le théoréme de superposition.
On étudiera donc séparément les effets de chacune des composantes du torseur des efforts intérieurs.

On étudiera donc successivement les effets
— de l’effort normal N
— du moment de flexion M ¢
— du moment de torsion M;
— de l'effort tranchant T'
Dans chaque cas, on déterminera les contraintes et les déformations dans la section 8.

Si la section subit plusieurs composantes de torseur intérieur, il suffit de superposer leurs effets.

8. Comme le montrent les lois de comportement des poutres, les déplacements et les rotations dépendent de la
forme de la ligne moyenne, puisqu’il faut intégrer le long de cette ligne pour les calculer.
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Chapitre 5

Etude de l’effort normal

On se propose ici d’étudier les contraintes et les déformations dans une section droite de poutre
uniquement soumise a un effort normal (traction ou compression).

5.1 Résultats de Saint-Venant

On reprend les résultats de Saint-Venant en posant T =0, My =0 et M; = 0.

5.1.1 Champ du tenseur des contraintes
Le tenseur des contraintes di a NV est :

011 = —=; 012 =03p ; 013 = —0ayp

N
S

ou ¢ est une fonction de x5 et de 3, solution de

Ap = A
dey = 0 sur le contour Q
A déterminé par: 0 = 2/ pds+ / ¢ (zadry — 29 das)
g Q

La fonction ¢ est donc indépendante de N. A prior: il peut donc exister des contraintes tangen-
tielles dans une section non chargée ! Si elles existent, elles sont dues a I’histoire du matériau avant
son chargement !.

En élasticité, on ne calcule que les contraintes dues au chargement. S’il existait des précontraintes,
il faut les ajouter & celles dues au chargement pour avoir 1’état des contraintes réel.

Si la section droite est simplement connexe, la démonstration qui suit montre que la fonction ¢ est
nécessairement constante et donc que o135 et 13 sont nuls. Par contre, s’il y a plusieurs contours
(1 contour extérieur et des contours intérieurs) des précontraintes peuvent exister.

1. par exemple, ce sont des contraintes résiduelles dues au mode de fabrication de la poutre. L.a connaissance de
ces contraintes est difficile, voire impossible. Pour les métaux, il existe toutefois des traitements thermiques qui les
réduisent.
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CHAPITRE 5. ETUDE DE L’EFFORT NORMAL

Démonstration:

Soit § une section simplement connexe de contour unique 2. La condition sur le contour implique
© = o sur Q. Les contraintes tangantielles étant fonctions des dérivés de ¢, ¢ est définie a une
constante pres, on prend donc ¢q = 0. On cherche donc une fonction ¢ (z2, x3) telle que:

Ap = A
¢ = 0 sur Q

/gpds:O
S

On a donc

Oz/gadsz/goAdsz / v Ap ds:/gadivgradgads:/div(gpgradgp) ds—/ (gradgp)2 ds
s s s s s s

Or, en utilisant le théoréme de la divergence :

/ div (¢ grady) ds = / pgrade®@n dl = ¢q / gradp®@mn dl =0
s Q Q

On a donc
/ (grad<p)2 ds=0 = gradp =0 = p=Cte=¢y=0
s

Pour une section simplement connexe, les contraintes tangentielles sont donc nulles.

Cette démonstration tombe en défaut pour une section droite non simplement connexe, car la
condition dy = 0 sur le contour, entraine

© = o sur le contour extérieur Qg

¢ = ; sur les contours intérieurs Q; # g

Par exemple, sur la couronne comprise entre Ry et Rg, la fonction ¢ = 1 [7’2 — (R% + R%)] n’est

pas constante, mais répond bien aux conditions ci-dessus. B

Quoi qu’il en soit, méme si ces contraintes tangentielles existent, elles ne dépendent pas du char-
gement et ne peuvent étre déterminées par 1’élasticité.

Finalement, les composantes du tenseur des contraintes dans la base principale de la section droite,
soumise a un effort normal N sont :

a11 0 0
[o] = 0 0 0 avec 011 = N (1)
0 00 5 (=1)

Dans une section droite d’abscisse x1, le tenseur des contraintes di a N est uniforme, et les
contraintes dans la section droite pour la direction X1 se réduisent a des contraintes normales.

La représentation de Mohr de ce tenseur est donnée figure 5.1

. . . . o
Le lecteur vérifiera facilement que les plus grandes contraintes tangentielles valent || %H et qu’elles

T

sont obtenues pour des facettes dont la normale fait un angle de % avec X.
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5.1. RESULTATS DE SAINT-VENANT

[Tt]

F1G. 5.1 = Représentation de Mohr des contraintes dues a leffort normal

5.1.2 Déformation et déplacements de la ligne moyenne

Les lois de comportement des poutres donnent pour les rotations:

dw1 dwo o d(.aJ3

dey — dey  dry

L’effort normal ne provoque donc aucune évolution de la rotation le long de la ligne moyenne.

Pour les déplacements, on a:

du1 _ N(.l‘l) . d2U2 _ d2U3
d.l‘l - ES ’ d.1712 N d.’1712

=0 (5.1)

L’effort normal provoque donc un allongement de la ligne moyenne, mais aucune variation de la
courbure.

Calcul des rotations et des déplacements pour les poutres droites

Pour les poutres droites dont les axes principaux ne varient pas le long de la ligne moyenne, la
base locale (X1, X9, X3) est fixe. Il suffit donc d’intégrer les équations différentielles 5.1.

Calcul des rotations et des déplacements pour les poutres courbes

Pour les poutres courbes ou pour les poutres droites dont la base locale (X1, X5, X3) varie le
long de la ligne moyenne, on préfére donner les résultats sous forme intégrée, avec les formules de

Bresse 2.

Si toutes les sections de la poutre ne travaillent qu’a Ieffort normal, il ne reste que:

WB = wy
B
N (1)
upB Ug+wa A -|-/A 75 ()
5.1.3 Déformations dans la section droite
En utilisant la loi de comportement de 1’élasticité, il vient :
d& N d¢y  —vN dés  —vN

= €33

dey  ES M 4y, T ES T 0 de,  ES

2. ces formules étant générales, on peut aussi les utiliser pour les poutres droites.
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CHAPITRE 5. ETUDE DE L’EFFORT NORMAL

On constate que toutes les particules de la section droite d’abscisse 21 subissent le méme allon-
gement €17 dans la direction X1 (€11 est indépendant de 25 et 23). Pendant la déformation, les
sections droites restent donc planes et perpendiculaires & la ligne moyenne 3.

Les termes €95 et €33 montrent que la section se déforme dans son plan suivant une homothétie de
centre G.

5.2 Applications

5.2.1 Structures réticulées (ou treillis)

On appelle structure réticulée (ou treillis) un assemblage de poutres droites, de section constante,
relides entre elles par des rotules. Les liaisons avec 'extérieur doivent aussi étre des rotules.

Les points ou se trouvent les rotules sont appelés neuds.

Les interactions entre les éléments de la structure et les actions extérieures a la structure ne sont
donc réduites a des forces (pas de moments). De plus, dans un treillis, on doit négliger les poids
propres.

11 est facile de voir en écrivant I’équilibre de I’'une quelconque des poutres, que sous ces hypotheses,
chaque poutre isolée a pour chargement extérieur uniquement une force a chaque extrémité. Ces
deux forces sont donc opposées et colinéaires a la ligne moyenne. Le torseur des efforts intérieurs
de chaque poutre se réduit & un effort normal®. Par exemple, pour une poutre AB du treillis,
orientée de A vers B, on a:

Fp=FgXiap=—FaXi1up N=Fp Xi14p=7FgB

La seule inconnue pour une poutre de treillis est donc N.
Pour résoudre un treillis, il suffit donc d’écrire deux ensembles d’équations :

— Les équations d’équilibre de chaque nceud. Les forces extérieures a chaque nceud sont les
actions des barres qui aboutissent au nceud, les charges de la structure sur le neeud et les
actions de liaison sur le noeud.®

— Les équations d’allongement de chaque barre : par exemple, pour une barre AB, si on note u 4
et up les vecteurs déplacement de A et B et X1 4p le vecteur unitaire de la ligne moyenne,
on a la relation

NILap
up —UA) X14B= ———
( ) EapSas

Remarque:

Si les seules équations d’équilibre des noeuds suffisent pour déterminer les efforts normaux dans
les barres, on dit que le treillis est isostatique. Sinon le treillis est hyperstatique et il faut résoudre
I’ensemble des équations simultanément.

3. Ce résultat est souvent présenté comme une hypothése dans les traités élémentaires de théorie des poutres,
sous le nom d’hypothése de Navier-Bernoulli.

4. Dans ce cas, beaucoup d’auteurs disent que la poutre est une barre

5. Les torseurs d’action de liaison se réduisent a des forces puisque les liaisons sont des rotules.
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5.2. APPLICATIONS

5.2.2 Fils (ou céables)

On appelle fil (ou cable), une poutre qui n’a aucune résistance a la flexion et a la torsion. Le
)

torseur des efforts intérieurs a donc un moment nul. Le chargement d’une telle poutre ne peut étre

que des forces concentrées ou des densités linéiques de forces.

La seconde équation d’équilibre local des poutres se réduit donc a
tAR=0

ce qui montre que la résultante du torseur des efforts intérieurs R est colinéaire a . Les cables ne
travaillent donc qu’a ’effort normal. On a donc :

R=Nt

La résolution des probléemes de cables est un peu particuliere: contrairement a 1’habitude en
élasticité linéaire, on n’écrit pas les équations d’équilibre sur la configuration initiale, mais sur la

configuration déforméeS.

La premiére équation d’équilibre local des poutres devient :

d(N (D))

=0
al +p

C’est une équation différentielle vectorielle dont la résolution donne 4 la fois la loi N (I) et la forme
du cable sous la charge”.

Le lecteur pourra vérifier a titre d’exercice, que la forme d’un cable soumis & son poids propre est
une chainette.

6. Un cable non chargé n’a pas de configuration initiale!
7. Par exemple sous la forme d'une loi ¢ (I).
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Chapitre 6

Etude du moment de flexion

On se propose ici d’étudier les contraintes et les déformations dans une section droite de poutre
uniquement soumise 4 un moment de flexion.

6.1 Résultats de Saint-Venant

On reprend les résultats de Saint-Venant en posant N =0, T =0 et M; = 0.

6.1.1 Champ du tenseur des contraintes

Le tenseur des contraintes di & M est:

Mys (1) Mys (21)
2

o1 = Ly 5 019 = O3 ; 013 = —Oagp
I I3

ou ¢ est une fonction de x5 et de 3, solution de

Ap = A

dg = 0 sur le contour €2

0 = 2/ gods-l—/ ¢ (zadry — 29 das)
s Q
Pour les mémes raisons que dans le cas de 1’effort normal, on pose
o12=0; 013=0

Finalement, les composantes du tenseur des contraintes dans la base principale de la section droite,
soumise a un moment de flexion M ; sont :

a11 0 0
[c] = 0 0 0 avec 11 = My (xl)mg — Mys (21) 9
0 0 0 & I3

Dans une section droite d’abscisse x1, le tenseur des contraintes di a M ; est une fonction lindaire
en xo et x3, et les contraintes dans la section droite pour la direction X, se réduisent a des
contraintes normales.
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CHAPITRE 6. ETUDE DU MOMENT DE FLEXION

[Tt]

F1G. 6.1 — Représentation de Mohr des contraintes dues au moment de flexion

La représentation de Mohr de ce tenseur en un point M ou o113 > 0 est donnée figure 6.1

. . o
Les plus grandes contraintes tangentielles valent ||%|| et sont obtenues pour des facettes dont la

normale fait un angle de 7 avec X.
Axe neutre
La répartition linéaire des 017 dans la section droite montre qu’il existe une droite dans le plan

de la section droite sur laquelle les o171 sont nuls. On ’appelle aze neutre et son équation dans ce
plan est

M M
2 rs — I3 9 = 0
I I3
x3 Axe neutre
Mt
X2
G

FiG. 6.2 — Are neutre en flexion pure, dans une section droite

Elle passe évidemment par G, I’origine des axes .

6.1.2 Déformation et déplacements de la ligne moyenne

Les lois de comportement des poutres donnent pour les rotations:

dw1 0 dws _ Mfg (Tl) ) %_ Mf3 (Tl)

dey ~ ' dxy  EI, dx;  Els

1. On voit dans la sous-section suivante que ’axe neutre est la droite autour de laquelle les sections tournent
pendant la déformation. On peut remarquer cet axe de rotation n’est pas en général colinéaire au moment de flexion
M ;. On pourra vérifier facilement que cette colinéarité ne se produit que dans trois cas:

—si I, = I3 (le tenseur d’inertie de la section droite est sphérique)
—si Myy =0 ou My3 =0 (moment de flexion colinéaire & 1'un des axes principaux d’inertie de la section droite)
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6.1. RESULTATS DE SAINT-VENANT

qu’on peut encore écrire vectoriellement:

dwys _ My (:m)X2 n Mps (z1)

X
d;‘L‘1 E[2 EIS °

Le moment de flexion provoque donc une rotation autour de I’axe neutre.

Pour les déplacements, on obtient :

dU1 i dZUQ o Mfg . dZU3 _ Mfg

d_$1 o ’ dl‘lz o E[3 ’ d$12 o _EIQ

Le moment de flexion ne provoque donc pas d’allongement de la ligne moyenne. Par contre, il
provoque des variations de courbure dans les plans (X1, X 1) et (X1, X3)%

Calcul des rotations et des déplacements pour les poutres droites

Pour les poutres droites dont les axes principaux ne varient pas le long de la ligne moyenne, la

base locale (X1, X2, X3) est fixe. Tl suffit donc d’intégrer les équations différentielles ci-dessus?®.

Calcul des rotations et des déplacements pour les poutres courbes

Pour les poutres courbes ou pour les poutres droites dont la base locale (X1, X5, X3) varie le
long de la ligne moyenne, on préfére donner les résultats sous forme intégrée avec les formules de
Bresse.

Si toutes les sections de la poutre ne travaillent qu’a Ueffort normal et au moment de flexion, on
obtient:

B
wp = wA+/ <A]§;§X2+Mf3xg> di

A E[S
B B
N (1) Mo My
B = ] AB tdl — X — X GB dl
uB uwy+wy A + L ES () +/A (EIQ 2+ £l 3 A

6.1.3 Déformations dans la section droite

On déduit des résultats du probléme de Saint-Venant dans le cas d’une flexion pure que le champ
du tenseur de déformations est :

011 0 0
1 . My (21) Mys (21)
[€oe] = 5 0 —voyy 0 ou 011 = 7 T3 — 7 9
0 0 —V0o1q 2 3
2
2. En petites déformations, Z “2 est bien une variation de courbure de la poutre droite dans le plan (X1, X>).
T1
dng
Avant déformation, la courbure est nulle. Aprés déformation, la courbure dans le plan (X1, X3) est d{; )2 .
14 ﬁ

/ 2
Or en petites déformations, 4/1 + (3%12) ~ 1. Méme raisonnement dans le plan (X, X3)

3. L’évolution de My, et M3 le long de la ligne moyenne est souvent un polynéme en x;. Pour éviter de refaire
toujours les mémes calculs, on trouve dans la littérature des formulaires pratiques donnant les efforts intérieurs et
les déplacements dans les poutres droites sous divers cas de charge et de liaison avec ’extérieur. En utilisant le
théoréme de superposition, on parvient a résoudre rapidement des problémes complexes en superposant les solutions
simples du formulaire.

J. GARRIGUES ECOLE SUPERIEURE DE MECANIQUE DE MARSEILLE 43



CHAPITRE 6. ETUDE DU MOMENT DE FLEXION

d M M5 (:
Puisque ;213 = f;jgjl)Xg + JE;:])X;),, €11 peut encore s’écrire :
dUJQg
€11 = ANGM ) - X1
d;‘L‘l

ou M est un point quelconque de la section droite.

On voit clairement que les allongements longitudinaux sont le résultat d’une rotation du plan la
section droite, égale & celle du point G. Pendant la déformation, les sections droites restent donc

planes et perpendiculaires & la ligne moyenne*.

6.2 Applications

Les calculs de poutres en flexion sont trés importants dans la pratique. Presque tous les élements
de construction modélisables par des poutres ont un moment de flexion dans leur torseur des
efforts intérieurs.

Toutefois, 1l est rare que le moment de flexion soit seul. 11 est presque toujours associé avec un
effort tranchant. Aux contraintes dues au moment de flexion devront s’ajouter celles dues a 1’effort
tranchant. Cependant, en ce qui concerne les déplacements de la ligne moyenne, on verra que 'effort
tranchant ne joue aucun role. Bien que les contraintes soient incompletes, les déplacements us et
ug de la ligne moyenne calculés ici sont donc corrects.

4. Ce résultat est souvent présenté comme une hypothése dans les traités élémentaires de théorie des poutres,
sous le nom d’hypothése de Navier-Bernoulli.
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Chapitre 7

Etude du moment de torsion

On se propose ici d’étudier les contraintes et les déformations dans une section droite de poutre
uniquement soumise a4 un moment de torsion.

7.1 Résultats de Saint-Venant

On reprend les résultats de Saint-Venant en posant N =0, T =0 et M; = 0.

7.1.1 Champ du tenseur des contraintes
Le tenseur des contraintes du a M, est:
o011 =0; 012 =03p ; 013 = =02

ol ¢ est une fonction de x5 et de 23, solution du probléme suivant :

Ap = A

dp = 0 sur le contour Q

M, = ‘2/ pds+ / ¢ (z3dry — 2o drg) (équation qui détermine A en fonction de M)
s Q

Les composantes du tenseur des contraintes dans la base principale d’inertie de la section droite,
du & un moment de torsion M, sont :

0 o012 o013 0 Osp —0a¢p
[O-]XNXLXE =| o012 0 0 = D3¢ 0 0
713 0 0 —8230 0 0

Dans une section droite d’abscisse x1, les contraintes dans la section droite pour la direction X4
se réduisent a des contraintes tangentielles.

On pose

T = o®X1=012X2+013X3 =03 X2 — X3

Voi2? + 0132 = [|grad ¢
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CHAPITRE 7. ETUDE DU MOMENT DE TORSION

La détermination des contraintes dues & un moment de torsion est donc ramenée a la résolution
du probléme en .

Il est facile de vérifier que les vecteurs propres unitaires de o sont :

2 2
v1:£<X1+L> ;UQZLAX1;03:_£<X1—L>
Il Il 2 Il

2

et que dans une base principale orthonormé du tenseur des contraintes, les composantes du tenseur
des contraintes sont

Vol + o132 0 0 I=]] 0 0
0 0 0 = 0 0 0
0 0 —Vo12? + 0132 0 0 —[

La représentation de Mohr de ce tenseur est donnée figure 7.1:

Tt

IT]

-1 ] n

FiG. 7.1 — Représentation de Mohr des contraintes dues au moment de torsion

7.1.2 Déformation et déplacements de la ligne moyenne

Les lois de comportement des poutres donnent :

— pour les rotations:

dwq A(l+v) Cdwy dws

dey E  dry  dm

Le moment de torsion provoque une évolution de la rotation autour de 'axe X des points
de la ligne moyenne.
En théorie des poutres, on a ’habitude de poser

E

G:2(1+y) (

= 4 le coefficient de Lamé)

G est appelé module d’élasticité transversal ou encore module de cisaillement. On écrit donc :

dw1 o A
d.’]?l o 2G
dw1 ;79 . . . .
T est appelé l'angle de torsion unitaire (en radians/m).
T
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7.2. FONCTION DES CONTRAINTES DE TORSION

— pour les déplacements :

dU1 _ . d2U2 _ d2U3 -0
dl‘l - ’ d.1712 - dl‘12 -

LLe moment de torsion ne provoque ni allongement ni variation de courbure de la ligne moyenne.
Il ne provoque que des rotations des points de la ligne moyenne autour de X; (mouvement de
torsion).

7.2 Fonction des contraintes de torsion

Tel qu’elle est définie précédemment, la fonction ¢ (29, 23) dépend a la fois de la forme de la section
droite et de la valeur du moment de torsion M.

Soit 9 (22, 23) la fonction définie par:

_ 2 Ay
1/)——7<:>30— 5

¥ (x9,x3) est appelée fonction des contraintes de torsion.

Le probléeme en ¢, devient le probleme en i suivant:

Ay = =2
diy = 0 sur le contour Q (7.1)
La fonction i ne dépend que de la forme de la section droite.
La constante A est alors déterminée par
A
My=——= 12 [ ¥ds+ | ¢ (xadrs— x2des)
2 s Q
La loi de comportement des poutres en torsion s’écrit donc :
d(.dl B Mt
dxl o GJ (72)

avec J = 2/ P ds -I—/ ¢ (z3dzy — zadxs)
s Q

o‘u J ne dépend que de la forme de la section droite. J est appelé module de rigidité a la torsion®

de la section 8. Sa dimension est L*, I'unité SI est le m*.

Connaissant la forme d’une section droite, on connait donc 3 et J. Le tenseur des contraintes est
alors connu:

o= 0
M,
o12 = Tt 03¢ (7.3)
_ M; R,
013 = — 7 %
soit encore vectoriellement :
M,
T = Tt (grady A X 1) (7.4)

1. par analogie avec la flexion, certains auteurs le nomment inertie de torsion. Cette dénomination est impropre
car .J n’est pas un moment d’inertie (sauf,comme on le verra plus loin, pour les sections circulaires ot .J est le
moment d’inertie du disque par rapport a I'axe X ).
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CHAPITRE 7. ETUDE DU MOMENT DE TORSION

7.3 Résolution de la torsion dans les poutres

La démarche pour calculer les contraintes dans une section droite dues & un moment de torsion
est donc la suivante :

— résolution du probléme 7.1 en ¥ sur la section droite

— calcul de J avec 7.2

— calcul du champ des contraintes dans la section avec 7.3
Les rotations et déplacements de la ligne moyenne sont obtenus :

— pour les poutres droites de base locale constante, par simple intégration des lois de compor-
tement

— pour les autres poutres , par utilisation des formules de Bresse? :

B
M M M
wp = wA-‘,-/ (—tX1+£X2+ f3X3> dl
A

GJ Els; Flj
B N B/ M, My, Mys

7.3.1 Techniques de résolution de v

Soit une section droite § de contour Q il faut trouver ¢ tel que

A= =2
diy = 0 sur le contour Q

Il n’existe pas de méthode générale pour résoudre ce probleme.

Recherche analytique

Pour les sections simplement connexes (un seul contour), on peut poser ¥ = ¢hg = 02 sur le contour
Q (voir 7.1). On peut tenter de chercher une fonction 9 de la forme

Y= f(x2,23) g (w2, x3)

1 respecte automatiquement la condition sur le contour si f (x2, #3) = 0 est ’équation du contour.
On peut donc chercher g (22, 23) pour que Ay = —2.

Analogie électrique

On sait qu’en électricité, le potentiel V' est régi par laloi AV = 0. Au lieu de chercher ¢ on cherche
¢ défini par

F=yt g (e 4 25?)

On a alors AJ = 0 et la condition sur le contour Q est

% (®2,z3) = o + % (3622 + 1‘32)

2. On a ajouté les effets de I'effort normal et de la flexion pour avoir une formule compléte. On verra en effet
plus loin que I'effort tranchant n’apporte rien dans les déplacements de la ligne moyenne.
3. On rappelle que 1 est défini & une constante additive preés, car les contraintes sont fonction des dérivés de 7).
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7.3. RESOLUTION DE LA TORSION DANS LES POUTRES

On réalise donc un montage sur un support conducteur* de la méme forme que la section droite,
et on impose sur son contour des potentiels Vy tels que

1
Vo (1‘2, $3) =K |¢o+ 5 (1722 + $32)

ou K est une constante choisie pour avoir des potentiels raisonnables.

1 suffit de relever avec une sonde en autant de points qu’on veut les valeurs du potentiel V = Kiz
a l'intérieur de la section, pour connaitre la fonction ¢ et donc la fonction 9. On construit ensuite
le champ grady pour en déduire T avec 7.4.

Analogie de la membrane

Une membrane est un milieu élastique ne résistant pas & la flexion. On montre en théorie des
milieux surfaciques, que si une membrane plate est tendue de maniére isotrope avec une tension
initiale 7' (en N/m), et si elle est soumise sur I'une de ses faces & une pression uniforme p, alors
son déplacement w perpendiculaire a son plan est régi par la loi:

On fait donc 'analogie w ¢ 9. Pratiquement, on perce dans une plaque rigide un trou de la forme
de la section droite, puis on rebouche avec une membrane tendue de maniére isotrope®. La plaque
étant considérée comme rigide, la condition w = 0 sur le bord est bien respectée. On applique une
pression p sur une des faces. En relevant la forme de la membrane déformée, on connait w et donc
1. On construit ensuite le champ grady pour en déduire 7 avec 7.4.

Méthodes de résolution numérique

Le progrés des calculateurs et des logiciels fait préférer aujourd’hui les méthodes numériques. Le
probléme en i se résout numériquement en calculant les valeurs (approchées!) de 9 sur un réseau
de points choisis dans la section droite. Deux types de méthodes peuvent étre employées:

— la méthode des différences finies (le réseau de points doit étre topologiquement équivalent a
un pavage carré)

— la méthode des éléments finis (le réseau de points peut étre quelconque).

7.3.2 Calcul de J

On suppose ici que 9 (22, z3) est connue analytiquement 8. On rappelle que J est défini par

J:Q/quds—{—/nw(.rgde—mgdmg,)

4. On utilise soit du papier conducteur (papier rhéoélectrique), soit de I'’eau dans une cuve de forme adéquate.

5. On utilise soit une plaque de caoutchouc ou de résine trés mince (la tension isotrope est difficile a raliser), soit
une bulle de savon (la tension isotrope est automatiquement donnée par la tension superficielle, mais le relevé de
la forme doit étre fait par des moyens optiques).

6. Si 7 n’est connu que par points, on calcule J par intégration numérique.
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CHAPITRE 7. ETUDE DU MOMENT DE TORSION

Si la section droite est simplement connexe

Il n’y a qu’un seul contour et la condition di) = 0 conduit a ¢ = 1y sur le contour.

Or

J = 2/ 1/) dS—f-’g/)O/ (I‘gdl‘g — Izd,r'g)
S Q

/ ($3d$2 — .1‘261.1‘3) = —25
Q

ou S est 'aire entourée par le contour Q.

On a donc

J:Q/Ms_wos
S

Si la section droite n’est pas simplement connexe

Le contour € est constitué de plusieurs contours: un contour extérieur Qy et n — 1 contours

intérieurs ;. La condition dv = 0 conduit aux n conditions suivantes:

Y =g sur Qp ; Y = ; sur

On a donc

n—1
J:2/¢ds+1/)0/ (Igdmg—mgdmg)—zl/)i/
5 §2o i=1 Q

soit encore

(.I‘3d$2 — IQqu)

n—1

J:'Z/' ds — 219Sg + 2 ;5%
v oS0 +2) 1

i=1

ou S; est ’aire entourée par le contour €; (1=10...n—1).

7.4 Gauchissement des sections droites

Si on reprend le champ des déplacements € du probléeme de Saint-Venant dans le cas d’un section
soumise a un moment de torsion seul, on obtient :

I+v yrs — fr3 + ag 7 (%9, 23)
51 (:EZJIS) + E .ZG
1 ' A
€= A 4};1/3}1133_ yry +O;?l’3+/7)0 _ ﬁm%_
14+v Br1 — axs + o A
&3 i r1r3 + 5 G
ou
M,
A=-2—
J

yra — fr3+ ag

vz + azs+ Fo

—s=%T123 +

fri — ozt
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7.5. APPLICATION AUX SECTIONS DROITES CIRCULAIRES

et 7 (x4, z3) est défini par

2M,
gradZ = (2gradp — AGM)A X, = Tt(gradw-l— GM) A X,

La valeur de &; (déplacements perpendiculaires & la section droite) dépend de la fonction Z (24, 23)
a prior: non linéaire.

En général”, dans une poutre soumise da un moment de torsion, les sections droites ne restent pas
planes aprés déformation. La fonction Z est appelée fonction de gauchissement.

Si on veut étudier le gauchissement de la section d’abscisse z1, on peut «fixer» un point de la

section droite et regarder les déplacements &1 des autres points de la section par rapport au point
fixé.

Par exemple, dans une section d’abscisse z1, si on veut regarder la gauchissement par rapport au
centre de gravité de la section, on dit que le point (z1,0,0) ne bouge pas (¢ (z1,0,0) = 0) et ne
tourne pas (Q (z1,0,0) = 0), ce qui entraine

Z0,0)=0;a=0=v=0;a=0Fy=% =0

Le gauchissement des points de la section z1 par rapport centre de gravité est donc

A (CL‘Q, .1‘3)

G=—"55

7.5 Application aux sections droites circulaires

Soit une poutre dont la section droite est un disque de rayon R. Il est facile de vérifier que la
fonction

1
Y= 5(32—1’22—1‘32) =
a un laplacien égal & —2 et est nulle sur le contour r = R.

Le module de rigidité & la torsion J est donc?®:

. mR* «D*
J_zfswdS_T_ 32

Si on repere un point M de la section droite par ses coordonnées polaires (r, #) et si on note (€., €g)
la base naturelle normée associée aux coordonnées polaires, les contraintes tangentielles dans la
section droite sont données par:

T = %(gradw/\xl) = %(—ra/\Xﬁ

solt encore

32 M,
T = re
D+ f

7.on verra dans la section suivante que les sections circulaires ou tubulaires sont un cas particulier ou le gau-
chissement est nul

8. 11 se trouve que pour les sections droites circulaires, JJ est le moment d’inertie du disque par rapport a son
axe X1, J = fS r? ds, ce qui justifie la dénomination d’inertie de torsion employée par certains auteurs. Cette
dénomination est incorrecte car pour les sections autres que circulaires ou annulaires, .J n’est pas un moment
d’inertie.
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CHAPITRE 7. ETUDE DU MOMENT DE TORSION

Dans une section droite circulaire, les contraintes tangentielles dues au moment de torsion sont
portées par ey et proportionnelles a r. Elles sont maximales sur le contour » = R :

rlhmas = ~ Il
max ﬂ'DS

\

Fic. 7.2 — Contraintes tangentielles dans une section droite circulaire

Le mouvement de torsion est régi par I’équation différentielle :

dw1 _ Mt _ 32Mt
dey — GJ  nGD?

Enfin, la fonction de gauchissement est nulle car
2M, 2M, ~ ~
{gradZ = Tt (grady + GM) A X+ = Tt(—rer—{—re,) ANX1=0; Z(0,0)= 0} = Z=0

Dans une poutre de section circulaire soumise a un moment de torsion seul, les sections droites
ne gauchissent pas.

7.6 Application aux sections droites annulaires

Soit une poutre dont la section droite est la couronne comprise entre les rayons Ry et Ry avec
Ri1 < Ry.
2

On vérifie facilement que la fonction ¢ = —% a bien un laplacien égal & —2 et qu’elle est constante
sur les contours
Ro? R;?
Yo = Y(r=R,) = - et Y1 =Ypr=r,) = ——

Le module de torsion est alors:

2
J:‘Z/ <—%> ds — 240 So + 241 Si
S

soit encore

™

T=3

(Do~ Di¥)
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7.7. APPROXIMATION POUR LES SECTIONS DROITES EN PROFIL MINCE

Le champ des contraintes tangentielles dans la section est

M; - 32 M, -
reyg —— ————"——
T T (Do — D)

7

Fic. 7.3 — Contraintes tangentielles dans une section droite tubulaire

T =

La contrainte tangentielle est maximum sur le contour extérieur :

16||Mt||D0
T (D04 — D]4)

[7{lmee =

De méme que pour les sections circulaires pleines, on trouve que les sections droites ne gauchissent
pas.

7.7 Approximation pour les sections droites en profil mince

On dit que la section droite d’une poutre est en profil mince si elle peut étre assimilée & une ligne

avec une épaisseur ”.

On repere un point N de la section droite par ’abscisse curviligne u de sa projection M sur la

ligne de profil et par sa distance M N = v v ala ligne de profil, ot v € [—g, +g} (voir figure 7.4).

L’épaisseur ¢ de la section droite peut éventuellement étre variable'® en fonction de Dabscisse
curviligne u de M, mais elle doit rester faible devant le rayon de courbure de la ligne de profil.

I’approximation fondamentale des sections droites en profil mince est de supposer que la fonction
de torsion 9 est telle que'

0 0

O 9

Ou v
On suppose donc que ¢ n’est fonction que de v. Son laplacien étant égal & —2, 9 est donc de la
forme

v=—v 4av+b

9. La plupart des profilés du commerce entrent dans le cadre de cette approximation: ce sont les profilés en T,
en U, en T, en H, les tubes minces etc. Ce cas particulier a donc une grande importance pratique.

10. Dans les profilés courants, elle est le plus souvent constante ou constante par morceaux.

11. Cette approximation est fortement suggérée par ’analogie de la membrane. On comprend bien que la forme
de la membrane évolue peu suivant u. Il n’y a qu’au voisinage des points A et B que I'hypothése est incorrecte.
On peut aussi la justifier de maniére correcte en calculant I'expression du laplacien dans le systéme de coordonnées

v

(u,v) et en négligeant les termes en %
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CHAPITRE 7. ETUDE DU MOMENT DE TORSION

Ligne de profil

F1G. 7.4 — Section droite en profil mince

Comme toujours en torsion, il y a lieu de distinguer si la section droite est simplement connexe
ou non.

7.7.1

Cas des sections droites simplement connexes
On dit dans ce cas que la section droite est un profil mince ouvert'?. La section droite n’a qu’un
seul contour Q et la condition de 9 sur € s’écrit :

-

ce qui détermine les constantes a et b.

La fonction des contraintes 1 est donc:

b=+

N

Son gradient est :

grady = —2vw

Le module de torsion J est alors:

J:Q/quds:z/j U__ <—v2+§> dv] du

vl

soit encore :

B 3
€
J= — du
A 3
3
Dans la pratique, e est souvent constant en fonction de u. On a alors J = —— ol [ est la longueur
de la ligne de profil.
12. Car la ligne de profil est une ligne ouverte.

54

ECOLE SUPERIEURE DE MECANIQUE DE MARSEILLE

J. GARRIGUES



7.7. APPROXIMATION POUR LES SECTIONS DROITES EN PROFIL MINCE

Les contraintes tangentielles dans la section droite sont :

M M
T = Tt(—vi/\Xl) :—27t1)u

Elles sont proportionnelles & v et portées par w (voir figure 7.5).

F1G. 7.5 — Contraintes tangentielles de torsion dans une section droite en profil mince ouvert

La contrainte tangentielle est maximum sur le contour de la section

M,
Irllmer = 1220

Les sections en profil mince gauchissent fortement en général . Pour observer ce gauchissement,
on examine le champ de déplacement dans la section droite, et plus particulierement & .

Les hypothéses sur la géométrie de la section droite mince permettent d’écrire!3:
07 07
rad/ ~ —u+ —w
& Ju + v

Or,
M, M M,
gradZ =2 Tt (grady + GN)A X1 =2 Tt (=200 + GM 4 vo) A X; ~ 2 TtGM A X,

car le vecteur (vw) est négligeable devant GM (profil mince).

On a donc, en projection sur u et v :

o7 M,
a_u = ZT(GM,Xl,U)
0z M

a_v = ZT(GM,Xl,’U)

Le second membre de la seconde équation est une constante en v,

Z:Qv?(GM,Xl,v)—{—f(u)

13. On peut le montrer en effectuant le changement de systéme de coordonnées (2, x3) vers (u, v), et en négligeant
dans I’expression du gradient les quantités % devant 1.
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CHAPITRE 7. ETUDE DU MOMENT DE TORSION

En reportant dans la premiére équation, il vient :

M, d M,
‘2v7t (u, X1,v) f 27t (GM, X, u)

LU

soit encore :

df Mt Mt th
— =2—(GM . X Q9 — ~ 2
qu = 27 (GM Xy, u)+ 20 7

(GM, X1, u)

On a donc

M, M,
Z:2vTt(GM,X1,v)+27t/(GM,X1,u) du

En négligeant le terme en v et en choisissant deux points P et @ sur la ligne de profil, le gauchis-
sement entre P et () est:

Q
& (Q) =& (P) = %/P (GM,X1,u) du

Remarque 1:

Sous I’approximation des profils minces, la fonction de gauchissement Z n’est fonction que de
I’abscisse curviligne u. Cela signifie que le gauchissement est sensiblement constant dans 1’épaisseur

du profil.

Remarque 2:

Q
Le lecteur pourra vérifier que 'intégrale / (GM, X 1,u) du est égale & moins deux fois Iaire ba-

P
layée par le rayon vecteur GM lorsque le point M vade P 4 Q '*. Cette remarque permet, lorsque
la ligne de profil est simple !5, de calculer facilement cette intégrale par de simples considérations
géométriques.

7.7.2 Cas des sections droites non simplement connexes

On dit dans ce cas que la section droite est un profil mince fermé ou cloisonnél®. La section
droite comporte alors plusieurs contours: un contour extérieur Qg et des contours intérieurs €2;.
La condition sur le contour dy = 0 se traduit par les conditions

¥ = g sur le contour extérieur g

P

¥; sur les contours intérieurs ;

La ligne de profil est donc un ensemble d’arcs se rejoignant sur des neuds (voir figure 7.6). On
appelle branche un arc compris entre deux nceuds. Chaque branche est orientée arbitrairement, ce
qui définit en tout point d’une branche un repere local (u, v).

14. Cette aire est appelée aire sectorielle en G de I'arc PQ.

15. Si la ligne de profil est constituée de segments de droite, I'intégrale se raméne a des aires de triangles (Attention
aux signes des aires!).

16. Car la ligne de profil est une ligne fermée.
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7.7. APPROXIMATION POUR LES SECTIONS DROITES EN PROFIL MINCE

F1G. 7.6 — Section droite d’une poutre en profil mince fermé

Chaque branche est entre deux contours, on note ¢4 la valeur de ¥ sur le contour situé du coté
des v > 0, et ¥_ la valeur de 9 sur le contour situé du coté des v < 0. Par exemple, sur la branche

AB,on a vy =1 et p_ = ;.
Dans chaque branche, les constantes a et b de la fonction des contraintes sont déterminées par

2

hms(5) = Groge

Apres résolution, on trouve que la fonction ¢ dans chaque branche est

2
_Uz+¢+—¢—v+¢+‘.|'¢—+e_

v= p 2 1

et donc

grady = <—‘2 v+ @) v

Les contraintes tangentielles dans une branche de la section droite sont donc:

_% —2v 71/)-'-_1/)_ "~M_t 7¢+_¢_ u
T‘J<2+ : )“J( ‘ )

Dans une branche de section droite d’une poutre cloisonnée soumise a un moment de torsion, les
contraintes tangentielles dans la section droite sont paralléles a la ligne de profil et constantes dans
Uépaisseur de la branche.

La fonction 1 étant définie a une constante additive pres, on peut fixer arbitrairement 1'un des
¥; (par exemple ¢y = 0). Mais les autres ne sont pas connus. On va les déterminer en étudiant le
gauchissement de la section droite.

Si on choisit deux points P et ) sur une méme branche, on trouve avec un raisonnement analogue
aux profils minces ouverts 7 :

Q. — Q
6(Q) -6 (P)= 5 [/ Lt s [ eM X du]

17. Mais avec la fonction 7y de la branche.
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Si on suit toutes les branches d’un contour intérieur €; (elles forment donc un contour fermé), on
doit trouver un gauchissement relatif nul.

M, by —
= < _ _d GM, X d
0 GJ[LI e u+‘/ﬂl( ) 1)“‘) u

Soit encore :

/ M du — 2 5; = 0 sur chaque contour intérieur €;
Q; €

ou S; est ’aire entourée par le contour ;.

Ces équations déterminent les 1; inconnus '8,

7.8 Autres sections droites

On sait trouver la fonction ¢ pour quelques sections droites (ellipse, triangle, cercle entaillé par
un autre cercle ...). Pour des sections droites de forme complexe, la solution analytique n’est pas
connue en général.

On trouve dans la littérature spécialisée des formulaires qui donnent les valeurs de J et de ||7||maz
pour un grand nombre de sections droites. Ces valeurs sont d’origine soit analytique, soit numé-
rique, voire expérimentale.

18. Les intégrales fﬂi % du sont a calculer par morceaux sur chaque branche qui compose le contour £;, car
les définitions de 44 et 1) changent & chaque branche.
Chacune des ces intégrales est souvent trés facile a calculer: en effet, 104 et ¢y_ sont des constantes sur chaque
branche. De plus, I’épaisseur d’une branche est souvent aussi constante.
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Chapitre 8

Etude de Deffort tranchant

8.1 Résultats de Saint-Venant

8.1.1 Contraintes dans la section droite

Dans une section droite, les contraintes dues a ’effort tranchant T' = 15 X5 4+ 15 X 3 sont :

T3 T, x5’
012 +dsp 7 Tax3 I 2(147)
9 TQ T3 .’I‘22
o = —Oyp— —poxg— — ——
13 LT T L 20 1)
ol ¢ (z2, x3) est solution du probléme suivant :
Ap = A
Ty T3 I22 Ty T 3332
do = . N S ) 3 22_1 ) g le (1 t
% < I ok T 1/)> xo + <[2 Zoxs + 201 7) zg sur le (les) contour(s)

S Q
T

3 3
<—m22.173 + #> ds + E <—.1732.172 + L) ds

T
+
2(1+v) Iy Js 2(1+v)

Iy Js

8.1.2 Loi de comportement

Les rotations de la ligne moyenne sont gouvernées par

dwr  _ A tv_ A
d.’I‘l E 2G
de
dzy
d(.dg
dzy

On constate qu’un effort tranchant peut provoquer un mouvement de rotation de torsion.
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Les déplacements sont gouvernées par

dU1
— =0
d.fL’l
d2U2 - 0
d3312
dZU3 _ 0
d;‘l?]2

On constate qu’un effort tranchant ne provoque ni allongement de la ligne moyenne, ni variation
de sa courbure.

Remarque

Un effort tranchant est pratiquement toujours associé a un moment de flexion. En effet, la seconde
équation d’équilibre local des poutres
dM

T tAR=0
dl +p+

montre que si R a des composantes tangentielles dans la section droite, alors a nécessairement

aussi composantes tangentielles. 11 y a donc toujours des moments de flexion qui s’ajoutent aux
effets de ’effort tranchant. 11 y a donc en fait toujours des déplacements transversaux us et ug
associés a un effort tranchant, mais il sont dus au moment de flexion associé. On peut donc dire
qu’il n’y a pas de déplacements transversaux de le ligne moyenne induits par Peffort tranchant!.

8.1.3 Gauchissement des sections droites

Dans une section droite d’abscisse 21,le champ de déplacement &; (déplacements perpendiculaire-
ment a la section droite) est donné par :

T2 T3 x>
= —(2Zat 22as) (L2 -
&1 <E1'3I2+ EI2I3> < T >
TQ 3323 .’EQCL‘32 T3 .'1333 .'1322333
LI LN I P S B )
a7 il Gl Iyl Lol G A
14+v

+TZ (29, 23) + yxa — frs + ag

En éliminant les termes linéaires en 3 et 3, qui ne provoquent pas de gauchissement, il reste :

T2 1‘23 ;1‘21‘32 T3 Z33 Z221‘3 1 + v
=22 1,22 9 L VLG E LD
S9=7L [" g v+ EL |V 76 @+v) =5+ 5 7 (22,29

ol Z (x3,x3) est définie par

gradZ = (2gradyp — A GM) A X

On constate que sous 'effet de I'effort tranchant, les sections droites gauchissent.

1. Ce résultat est en contradiction avec celui donné dans un grand nombre de traités élémentaires de théorie des
poutres. Ceci est di au fait que dans ces exposés élémentaires, on fait une hypothése cinématique fausse en supposant
que deux sections voisines soumises a un effort tranchant glissent I'une par rapport a 'autre parallélement a leur
plan. Le probléme de Saint-Venant montre que cette hypothése est incorrecte. On verra que les seuls déplacements
induits par I'effort tranchant sont le gauchissement de la section. Ils n’induisent aucun déplacement de la ligne
moyenne. Dans la plupart de ces traités, on se rattrappe en disant que les déplacements dus a I'effort tranchant
sont négligeables devant ceux diis au moment de flexion qui lui est associé.
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8.2 Couplage effort tranchant-torsion

e Si on considére une section droite soumise & un effort tranchant seul (M; = 0), (la constante A
est déterminée par 1’équation :

/ wds + / (z3dxs — zodxs) ..

+ <—af:92x3 + #> ds + E/ <—x32$9 + ﬁ) ds
[3 s (l-l- ) Iy s (1-|— )

A est donc en général non nul, et la poutre subit une rotation de torsion donnée par

dw1 B I+v A
d,I‘] - F - 2G
e Si par contre on impose que la rotation de torsion est nulle, alors A = 0, mais le moment

résultant des contraintes tangentielles est un moment de torsion donné par:

/ wds + / (zadzy — zadzs) ..

3
_ G 13 a2 L
+[3 s( e2'ta + (1+ ))d +12/.< et 2(1+v ))ds

Cette derniére option est plus simple a résoudre car on a Ap = A = 0. Cependant, le champ
des contraintes tangentielles qu’on va trouver est un champ du a la fois a 'effort tranchant T' =
T3 X5+ T5X3 et & un certain moment de torsion M; (fonction de T3 et T3) donné par la formule
ci-dessus. Pour obtenir le champ des contraintes tangentielles da & T seul, 1l suffit de lui superposer
le champ des contraintes tangentielles du a — M.

C’est cette option qu’on retient pour la suite. Pour calculer les contraintes et les déformations dues
a un effort tranchant dans une section droite, on résout d’abord un probléeme avec comme efforts
intérieurs T et le M; qui lui est associé, puis on lul superpose les contraintes et déformations dues
a —M; (C’est un probléme de torsion pure résolu au chapitre précédent.).

8.3 Fonctions des contraintes d’effort tranchant

Le théoréeme de superposition de 1’élasticité linéaire permet d’affirmer que les effets dus a 75 et a
T4 sont superposables. On pose donc:

T T:
= by + —4h
I3 Iy

1o est appelée fonction des contraintes tangentielles dues a Ts.
13 est appelée fonction des contraintes tangentielles dues a Ts.

Ceci permet de décomposer le probleme en la somme de deux problémes plus simples:

Effets de T5

— La fonction 5 est solution du probleme:

Ays = 0 (8.1)

dipy = —zoxzdrs+ - dzs sur le (les) contour(s) (8.2)

(1+ v)

19 ne dépend que de la forme de la section droite.
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— Le moment de torsion M;s qui est associé a Th est :

Ty 9 z3® Ty
Moy = [—3 |i2A1/)2dS+L¢2 (17361172 — $2d$3) —}-L <—$2 r3 + m) d8:| = [—3 B>

(8.3)
Bs ne dépend que de la forme de la section droite et de v.
— Les contraintes dues a Ty et M;s sont:
T? ;1‘32
- 22 - 4
012 T, [+33¢2 30+ V)] (8.4)
T
ag13 = I_2 [—82¢2 — IQ.’l’g] (85)
3

— Le torseur intérieur {73, M2} n’entraine ni évolution de la rotation ni allongement de la
ligne moyenne.

— Le gauchissement de la section droite du au torseur intérieur {75, Mo} est :

T 253 roxs?
g2 = = [V — (24 0) 5 4 (14 v) Zs (29, 23) (8.6)
EI; 6
ol Zy (x9,x3) est définie par
gradZ; = 2gradys A X (8.7)
Effets de T3
— La fonction 3 est solution du probléme:
Ay = 0 (8.8)
2
diyz = —2(;‘%”) dzs + zaxgdzs sur le (les) contour(s) (8.9)
13 ne dépend que de la forme de la section droite.
— Le moment de torsion associé a T3 est :
T3 9 23 13
Mz = —= |2 d dxoy — xod ' ——= ) ds|==—=1RB
S [ /5'/)3 S+/n¢3($3 o “T‘Q’H/s <I2I3 2(1+u)> S] L
(8.10)

B3 ne dépend que de la forme de la section droite et de v.

— Les contraintes dues & T3 et M;3 sont:

o192 = [—2 [—}-83¢3 — $2£L‘3] (811)
13 , zo? .
g13 = [—2 _821/)3_ Q(I-I-I/) (8]2)

— Le torseur intérieur {73, M3} n’entraine ni évolution de la rotation ni allongement de la
ligne moyenne.
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— Le gauchissement de la section droite di au torseur intérieur {735, M3} est:

T: 33 2
Eigrs = —— |22 — (24 0) 222 4 (14 1) Zs (29, 23) (8.13)
El, 6
ou Zs (2, x3) est définie par
gradZs = 2gradys A X1 (8.14)

8.4 Centre de cisaillement

On vient de voir que pour qu’une section droite soumise a un effort tranchant se déforme sans
. A . . Ty T3
torsion, il faut aussi lui soumettre un certain moment de torsion M, = I—BQ + [—Bg.
3 2

Le torseur intérieur dans la section est donc :

Ty Xo 4T3 X3

T T:
<—2 By + —333> X
Is L .

On peut trouver dans la section droite un point C' tel que les éléments de réduction du torseur
intérieur en C soient:

Ty Xo+ T3 X3
0 c

Le lecteur vérifiera facilement que les coordonnés de C' dans la section droite sont :

Bs
roc = +[—2
By
r3c = —[—2

Les coordonnées de C' sont indépendantes de T4 et T5. Elles ne dépendent que de la forme de la
section droite et de v. C' est donc une caractéristique de la section droite, on 'appelle centre de
cisaillement.

On peut interpréter C' comme le point de la section sur lequel il faudrait exercer ’effort tranchant
pour que la déformation se fasse sans torsion. Le moment GC AT de T appliqué en C par rapport
a (G est le moment de torsion associé a T'.

8.5 Résolution des problemes d’effort tranchant

Il résulte de ce qui précede que la démarche pour résoudre un probléeme avec effort tranchant est
la suivante :

— Détermination des fonctions de contraintes 12 et 13 (ces fonctions ne dépendent que de la
forme de la section droite) par résolution des problemes (8.1 8.2) et (8.8 8.9).

— Qalcul des valeurs des coefficients By et B3 avec 8.3 et 8.10.

— Calcul du moment de torsion associé M; = A By 4+ —= Bj
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— Calcul du champ des contraintes du a T et M; en superposant 8.4 et 8.11 ainsi que 8.5 et
8.12.

— Calcul du champ des contraintes di & —M; (probléme de torsion)

Calcul du champ des contraintes di & T seul par superposition des deux champs précédents.
— Les seuls déplacements et rotations de la ligne moyenne sont ceux dus a —M;.

La détermination analytique des fonctions 12 et 13 est rarement possible. On peut comme en
torsion faire des analogies électrique ou de membrane, ou encore utiliser une solution numérique.

8.6 Cas des sections droites circulaires

Soit une poutre dont la section droite & 1’abscisse 21 est un disque de rayon R. Les directions
principales d’inertie pour cette section sont indifférentes. On peut donc toujours choisir la direction
X 5 dans la direction de ’effort tranchant. On a donc 75 = 0.

On pourra vérifier que la fonction
3 + 2v 1‘33 9 9
=—— | — —z323°+ R
P2 S0 +0) < -~ ¥s¥2” + Rors

répond bien au probléme en 5. On pourra vérifier de plus que la quantité Bs est nulle. Le moment
de torsion associé a ’effort tranchant est donc nul, ¢’est a dire que le centre de cisaillement d’une
section droite circulaire est confondu avec le centre de gravité.

Le champ des contraintes tangentielles est alors

_ T2 3-|-21/ 9 2 9 .’I‘32
712 = [8(1+y) (v” — 2" + ) 2(1+v)
Ty [ 1420
= —— | ——— 5
713 I |41+ "

ou I3 est le moment quadratique de la section autour de X3.

Pour une section circulaire on a

TR*  aD*
[3 = — = —
4 64
L’étude détaillée de ce champ montre que la contrainte tangentielle 7 a un module maximum au
centre de gravité de la section qui vaut:

Ty, 3420 , T» 3+2
I7llmaz = =

[_38(1—{—1/) mR? 8(1+v)

Ty

Pour v = 0, 3 on obtient ||7||maz = 1,385 5

8.7 Méthodes approchées

La complexité de la solution des problemes d’effort tranchant justifie l’emploi de méthodes appro-
chées.
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8.7.1 Contrainte tangentielle moyenne

Cette approximation (grossiére) consiste & supposer que le champ des contraintes tangentielles est
uniforme dans la section droite. On a donc

T:/Tds:‘rS
s

T étant supposé uniforme, on a:

1]
S

[7llmas =[]l =

Pour la section circulaire, cette estimation de ||7||;,q, st inférieure de 39% & la valeur exacte.

8.7.2 Approximation de Bredt

Considérons une section droite de forme quelconque soumise a un effort tranchant T' = T5 X 5.

X3
n A
[—
n
=
G
X2
- %

__/A

F1G. 8.1 = Le chowr de Q* dans Uapprozimation de Bredt pour un effort tranchant T

Considérons le segment AA’, d’abscisse x5 paralléle & X3, qui divise la section droite en deux
parties (voir figure 8.1). On appelle S* la portion de la section droite & gauche de AA’ et Q* son
contour. * est donc partiellement confondu avec le contour € de la section droite. On appelle h*
la longueur du segment AA’ (h* est une fonction de z3). Enfin, on appelle n la normale extérieure

a Q*.
On rappelle ici une propriété du champ des contraintes tangentielles qui a été établie dans le
probléme de Saint-Venant ?:

_ T T:
/‘T®nﬂ:—lAwﬂX@—iAwﬂXﬁ
Q' [3 [2

En P’appliquant au cas présent, on obtient :

_ T
/ rond=—-2 (8, X3)
AA! I3 '

2. On rappelle que A (§*, X 3) est le moment statique de §* par rapport & X3, et que A (§*, X 5) est le moment
statique de &* par rapport a X
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car sur la partie de Q* confondue avec Q, le produit scalaire 7 ® n est nul 3.
L’approximation de Bredt consiste a faire sur le champ 7 les deux approximations suivantes :
— Sur le segment AA’, T est dans la direction de X5
— Sur le segment AA’, la répartition de 7 est uniforme (c’est a dire indépendante de x3).

On a donc:

_ _ T
/ T®ndl:/ T®X2dl:T2h*:——2A(S*,X3)
AA! AA I3 '

et donc

Ty A(S*, X3)

7'2:—[—3 h*

Le champ des contraintes tangentielles simplifiés dues & T5 reste donc uniquement fonction de x4
car h* et A (8*, X3) varient avec 2.

Pour les contraintes dues & T3, on fait une coupure BB’ paralléle & X5, d’abscisse z3, et suivant
le méme raisonnement on obtient:

T3 A(S*, X5)

7-3:—[—2 h*

Le champ des contraintes tangentielles simplifiés dues a T3 reste donc fonction de z3 car h* et
A (8*, X5) varient avec za.

Le lecteur pourra vérifier que si on applique ’approximation de Bredt a une section circulaire, on
obtient :

T

[7llmaz = 1,33 =

Cette valeur est inférieure de 3,7% & la valeur exacte.

8.8 Approximation des sections droites en profil mince

Les sections droites en profil mince ont déja été définies dans le chapitre sur la torsion. On utilise
ici les mémes notations.

Pour approximer le champ des contraintes tangentielles dues a I’effort tranchant dans une section
en profil mince, on utilise encore les propriétés du champ 7 établies dans le probleme de Saint-
Venant, suivant une démarche semblable a I’approximation de Bredt. Mais ici, la coupure AA’ est
perpendiculaire a la ligne de profil (voir figure 8.2).

On suppose comme dans ’approximation de Bredt pour les sections quelconques, que la contrainte
tangentielle T est paralléle & u et qu’elle est constante dans I’épaisseur du profil .

Le flux de la contrainte tangentielle 7 & travers la coupure AA’ est donc

®=(TrQu)e

3. Revoir les conditions aux limites sur le contour dans le probléme de Saint-Venant.

4. Ces hypothéses sont mieux justifiés pour les profils minces que pour les sections de forme quelconque. En effet,
la condition aux limites sur le contour dans le probléme de Saint-Venant impose que T est tangente au contour.Avec
ces hypothfeses, T est bien tangente au contour, alors qu’il ne I’était pas pour une section quelconque. De plus, le
profil étant mince, il est raisonnable de penser que T est sensiblement constant dans 1’épaisseur.
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F1G. 8.2 = Choix de Q* pour les contraintes tangentielles dues a T

8.8.1 Profils minces ouverts

11 suffit d’appliquer la propriété du flux de 7 sur la portion de section S* de la figure 8.3:

X2

Fic. 8.3 — Chowx de S* pour les profils minces ouverts

On obtient :
_ _ T T:
/ rOndl=erPu=—2A(8X3)— —A(S*, X,)
Ie I3 Iy
et donc:

T2 TS
= [-—ZA(S8*, X3)— —A(S", X .
T [ A (8", X3) oI (§*, X5)| u

7 évolue en fonction de I’abscisse curviligne u car les moments statiques A (§*, X3) et A (S*, X2)
varient avec la position de la coupure AA’.

Il est & noter que pour les profils minces, le calcul des moments statiques peut se ramener & une
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intégrale simple:

Q
9 ds:/ z (u) e du
- .

A(8*, X3) :/

s
ol P et () sont les points de la ligne de profil qui délimitent §*.

De méme,

Q
z3 ds:/ z3 (u) e du
- .

A(S*,Xg):/

s

Une fois les contraintes tangentielles calculées, on peut alors calculer leur moment résultant M,
en (G et en déduire la position du centre de cisaillement. On peut alors déduire les contraintes et
les déplacements dus a —M,.

8.8.2 Profils minces cloisonnés

De la méme maniére qu’en torsion, la ligne de profil est un graphe composé de branches reliant

des neeuds (figure 8.4).

Fic. 8.4 — Ligne de profil d’un profil mince fermé

Puisque les contraintes tangentielles dans la section droite sont constantes dans 1’épaisseur de
chaque branche, on peut raisonner sur les flux de 7 & travers les coupures.

Loi des branches

On considere une branche AB et on choisit pour S* la portion de section droite qui recouvre la
branche entre ses deux nceuds. Pour la branche AB, la loi de flux de 7 sur Q* s’écrit :

_ s Xy - B ast xa) = / rEnd
I3 ‘ I2 ’ Qi

= —/ TAg’U.Adl-l-\/ TBg’U.Bdl
QA QB

= epTRQ@UB —€ATROUA

= dp—Dy

En écrivant cette relation pour chaque branche, on obtient les relations entre les « flux d’entrée »
et les « flux de sortie» de chaque branche.
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Loi des nceuds

On considére maintenant un nceud C' et on choisit pour S* la portion de section droite qui raccorde
les branches qui aboutissent au nceud. La section étant en profil mince, ’aire de S* est de 'ordre
de €2, donc négligeable, et ses moments statiques sont nuls. La loi de flux de 7 sur Q* s’écrit :

/ T@ndl = Z(uz@n) P, =0

@'t iel

ou [ est ’ensemble des numéros de branches aboutissant au nceud.

Le produit scalaire u; @ n vaut respectivement +1 ou —1 selon que u est sortant ou entrant.

On peut écrire ces relations pour tous les noeuds ®.

Loi des mailles

Pour clore la détermination des flux, il faut utiliser la seconde propriété du champ des contraintes
tangentielles: la propriété de circulation de 7 le long d’une courbe fermée Q*, qu’on rappelle ici:

T T _
Y —QA(S*,XS)—[—:A(S*,XQ)]—Z/Q rSdl

Tdl = —AS*
/*T® A

ol le dernier terme est la somme des circulations de T le long des contours intérieurs entourés par

Q*.

On choisit pour $* la portion de section droite délimitée par une ligne fermée tracée sur la ligne
de profil entourant un « trou ». S* a donc un contour extérieur Q} (sur la ligne de profil) et un
contour intérieur Q7 (le contour du trou). En appliquant la propriété de circulation sur S*, on
obtient :

_ T T
2/ r@dl = |2A(8* X3) — 2A(S*, X,)
Q [3 / [2 /

*
e

On écrit cette relation pour chaque maille entourant un trou.

Résolution

L’ensemble des équations précédentes (lois des branches, lois des noeuds et loi de mailles) forme
un systéme d’équations linéaire ol les inconnues sont les contraintes tangentielles (ou les flux) &
I’entrée et a la sortie de chaque branche. On en déduit les contraintes tangentielles & I’entrée et a
la sortie de chaque branche.

On peut alors calculer la contrainte tangentielle en tout point d’une branche en appliquant la loi
des branches sur un S* compris entre I'entrée de la branche et une coupure quelconque dans la
branche.

5. L’ensemble des équations de flux (branches et nceuds) comporte une équation de trop, 'une d’entre elles étant
une combinaison linéaire des autres. Ceci vient du fait que le moment statique de toute la section est nul.
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Chapitre 9

Conclusion

e La théorie des poutres est une théorie élastique des milieur continus curvilignes. Les efforts
extérieurs sont donc considérés comme appliqués sur la ligne moyenne de la poutre.

o Les efforts intérieurs d’un milieu curviligne sont représentés par un torseur: le torseur des efforts

intérieurs.

R =Nz 4 Thyxs 4 T3x;
M = Myxy + Myses + Mpsxs |

o Les déformations sont représentées par la rotation de torsion de la ligne moyenne (due au moment
de torsion), les variations de courbure de la ligne moyenne (rotations dues au moment de flexion)
et par l'allongement de la ligne moyenne.

dw
dl
dw1
dl
dwjg
dl
d(.d3
dl
dU1
dl

dwlt T d(.UQ dwg
a Tt Tt s

Déformation de torsion
Variation de courbure dans le plan (1,23) = déformation de flexion autour de @
Variation de courbure dans le plan (z1,22) = déformation de flexion autour de 3

Allongement de la ligne moyenne

Pour les poutres droites, on peut ajouter les relations géométriques:

dwg - d2U3 dw:g - +d2U2
dl T T de Al T Tdeg?

e On en déduit les déplacements par intégration des déformations

B
wp = wA—{—/ <@t+ @mg—{—%mg) dl

W \dl dl di

T d

B
d d d d
up = uA+wAAAB+/ ulth/ <“1 +ﬂmg+%m3>Aade
A

s

e La loi de comportement élastique des poutres est la relation entre le torseur des efforts intérieurs
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et les déformations:

dU1 _ N

d ~ ES
dw1 _ Mt

d T GJ
dw2 o Mfz
dl T EL
dw3 - Mfg
dl T El

o F/ et G = ——— sont des caractéristiques élastiques du matériau, et S, J, Iz et I3 sont des

2(1+v)
caractéristiques de la section droite.
Cette loi de comportement a été déduite de la résolution d’un probleme d’élasticité: le probléeme
de Saint-Venant.

e Pour pouvoir vérifier la résistance des poutres, la connaissance du torseur des efforts intérieurs
est insuffisante. Tl est nécessaire de revenir aux contraintes pour pouvoir appliquer un critére de
limite élastique .

Les quatre derniers chapitres on eu pricipalement pour objet de préciser la distribution des
contraintes pour chacune des composantes du torseur intérieur. Les contraintes dans une poutre
résultent donc de la superposition des tenseurs dus a chacune des ces composantes (théoréme
de superposition). Il est & la charge de 'ingénieur de choisir un critére de limite élastique et de
garantir que ce critére est satisfait en tout point de la poutre?.

e Le critére de limite élastique doit toujours étre respecté, mais I'ingénieur a souvent d’autres
conditions imposées par le cahier des charges (par exemple des valeurs maximum de rotation ou
déplacement de la ligne moyenne). La théorie des poutres permet de les évaluer.

e Pour terminer, il faut rappeler que la théorie des poutres a été établie sous des hypothéses
géométriques et mécaniques qu’on rappelle ici:

— Les dimensions transversales des sections droites sont petites devant les rayons de courbure
de la ligne moyenne,

— La solution de Saint-Venant n’est correcte que loin des points d’application des efforts.

Il ne faut donc pas tenter de faire dire a la théorie des poutres ce qu’elle ne peut pas dire. Si on
veut des résultats sur une poutre courbe, courte ou au voisinage de I’application des efforts, il faut
faire une étude en élasticité tridimensionnelle (éventuellement locale).

*okok

Cet exposé de statique des poutres ne prétend pas étre complet. Il a seulement pour but de situer
la théorie des poutres dans ’ensemble de la mécanique, et de donner les moyens de calculer des
structures simples de poutres. La littérature spécialisée en théorie des poutres® est trés riche. On y
trouvera un grand nombre de traités exposant des méthodes particuliéres et des formulaires %, Cette

1. La distribution des contraintes dans une poutre dépend de la forme de la section droite et des efforts intérieurs
en présence. On ne peut donc pas construire de critére de limite élastique portant sur les composantes du torseur
intérieur, ou alors seulement pour une forme section particuliére.

2. La distribution des contraintes dans une poutre étant souvent complexe, la recherche des points les plus
dangereux vis a vis du critére choisi est difficile. On se contente souvent d’évaluer le critére en un certain nombre
de points choisis, en espérant que le véritable maximum n’est pas loin de celui trouvé dans ces points. On emploie
donc un coefficient de sécurité pour masquer cette incertitude.

3. souvent abusivement nommée « Résistance Des Matériaux » ou RDM

4. qui ne précisent pas toujours clairement dans quel cas on peut les appliquer...
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profusion vient de ce que jusqu’a ces derniéres décennies, cette théorie était la seule modélisation
numériquement accessible pour calculer les structures complexes.

Il reste que deux points importants n’ont pas été abordés:

— Les méthodes énergétiques. Elles sont I’objet d’un autre cours. Elles sont fondamentales pour
I'utilisation de la méthode des éléments finis.

— La stabilité. En effet, les équations d’équilibre ne fournissent aucun renseignement sur la
stabilité des solutions trouvées. Son étude sera abordée plus tard dans un cadre plus général.
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