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Chapitre 1

Introduction

La théorie des coques est ’étude des solides déformables surfaciques. Elle est adaptée a 1’étude de
solides déformables dont la géométrie est assimilable & une surface avec une épaisseur. Comme en
théorie des poutres qui est I’étude des solides déformables linéiques (une courbe avec une épaisseur),
cette géométrie va permettre d’établir une théorie simplifiée dans laquelle on dira qu’on connait
suffisamment les déplacements en connaissant seulement ceux de la surface moyenne.

La démarche sera la suivante:

— Etude de la géométrie des surfaces'. On introduira le tenseur courbure normale et les notions
de géométrie différentielle et d’analyse strictement nécessaires pour la suite.

— Etude de la déformation des surfaces, ou on introduira les notions de déformation de surface
et de variation de courbure, qu’on particularise ensuite aux petites déformations.

— Etude des efforts intérieurs dans une coque. Ils seront représentés par trois tenseurs: le tenseur
tenseur tension, le tenseur des moments linéiques et le tenseur tranchant.

— Ecriture des équations d’équilibre des coques par application du principe fondamental de la
mécanique appliqué aux coques.

L’objet du cours étant la statique des coques élastiques, on déduira de la loi élastique tridimen-
sionnelle :

— une loi de comportement élastique des coques, qui relie les contraintes généralisées aux défor-
mations et aux variations de courbure de la surface moyenne 2.

— des applications a des coques particulieres : les plaques, les voiles et les membranes.

Alors que les quatre premiers points sont valables pour toutes les coques, les deux derniers ne sont
valables que dans le domaine de I’élasticité en petites déformations.

Ce cours suppose connues les notions d’algeébre et d’analyse tensorielle introduites au début du
cours de mécanique des milieux continus. L’analyse tensorielle dans les variétés de dimension
2 plongées dans &3 présentant des différences avec ’analyse classique dans &3, elle sera reprise
rapidement, dans les limites du strict nécessaire.

1. Cette étude sera notablement plus substantielle qu’en théorie des poutres: En effet, si les notions de courbure
et de torsion d’une courbe dans 'espace £3 sont classiquement exposées dans les cours de géométrie différentielle
élémentaires, il n’en est pas de méme pour les surfaces.

2. De méme qu’en poutres, les lois de comportement relient le torseur intérieur a I'allongement et aux variations
de courbure de la ligne moyenne.
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Chapitre 2

Etude des surfaces

On se place dans ’espace euclidien habituel £, muni du produit scalaire et du produit vectoriel
habituels.

2.1 Définition d’une surface

Soit (xl,xZ) un couple de parameétres appartenant & un domaine D de R2.
Soit f une application de D dans &3 :
I (.1:1, 1:2) - M
On appelle surface § I’ensemble des points M tels que
S={M|M=f(z' 2% V(2! 2?) €D}

=

2
X2 R f

; /

FiG. 2.1 — Définition d’une surface

On admettra que D a les qualités topologiques et que f a les propriétés de continuité et de

dérivabilité suffisantes pour que les calculs de la suite aient un sens’.

1. Il est possible que ces propriétés ne soient vérifiées que par morceaux sur D. Il faudra alors écrire des conditions
de « raccord » sur les frontiéres communes 4 deux morceaux.

[
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CHAPITRE 2. ETUDE DES SURFACES

On dit que S est une surface, paramétrée par les deux paramétres 2! et z2. C’est une variété de
dimension 2 plongée dans &s.

2.2 Plan tangent

2.2.1 Base naturelle associée a un paramétrage

Soit & une surface paramétrée par (.171 , r2). On appelle base naturelle de S associée au paramétrage

(;131, ;132) la base formée par les deux vecteurs :

_0OM dOM

a, = —
ozt Ox?

as; —

Cette base définit un sous espace vectoriel de dimension 2 qui varie a priori avec le point M et le
choix du paramétrage.

2.2.2 Plan tangent

Considérons le changement de paramétres bijectif suivant :

{ yl =V (a!,2) } — { 2l = X" (v, %) }

y? =Y? (1,1’.1,2) 22 — X2 (yl, y2)
qui met en bijection le domaine P de R? avec un domaine D’ de R2.

On peut alors paramétrer la méme surface § avec le couple (y1 , y2). La nouvelle base naturelle de
S est alors

, _00OM  , 90M
ay = oyt as = oy
Or,
, OOM OOM oX' HOM 9X? ox! ox*?
“ = Oy? = Tort Oyt + 0x? Oyl . Oy? ta Oyt
. 90M JOM IX' HOM 9X> ax! 2X?
a = 0y s 3y 9x2 0y’ = 9y +as 9y

ce qui montre que, bien que la base {a),a%} soit différente de la base {a;,as}, le sous-espace
qu’elles engendrent est le méme.

On appelle ce plan le plan tangent en M ¢ S en M. Dans la suite, il sera noté II (M) ou plus
simplement IT.

2.2.83 Normale a une surface

On appelle normale & la surface associée au pararamétrage (;731, ;132) le vecteur unitaire défini par:

a N\ as
n— ———
lla:r A as|

Il faut bien noter que bien qu’un plan IT ne posséde que deux normales unitaires opposées, 1’orien-
tation de la normale dépend du paramétrage de S 2.

2. Pour s’en convaincre il suffit de faire le changement de paramétres y' = 22 ; y? = z!. On a alors al =as et
al, = ay. et donc n' = —n
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2.3. TENSEURS DE SURFACE

Les vecteurs a1, as et m forment une base locale de &5. Pour des commodités d’indice, on posera
souvent

n = as

Au point M d’une surface &, on peut donc considérer deux bases: une base plane {a1, a2} du plan
tangent II, et une base d’espace {a1,a2,n}

2.2.4 Convention d’indice
Soit un champ de vecteurs X (M) défini sur la surface . On peut l’exprimer sur la base locale en
M :

3 2
X = ZXiai = ZXO‘aQ + X°%n

i=1 a=1

On utilisera dans la suite une convention d’Einstein modifiée :
— les indices en caractéres latins varient de 1 a 3
— les indices en caractéres grecs varient de 1 a 2

On écrit donc:
X = X'a; = X%a, + X°n

La partie X®a,, est appelée partie tangente du vecteur X.
La partic X3n est appelée partie normale du vecteur X.

2.3 Tenseurs de surface

Le plan tangent en M a une surface § est un espace vectoriel de dimension 2. Les tenseurs définis
dans cet espace sont appelés tenseurs de surface. Toute I’algebre tensorielle qui a été définie dans
&3 est immédiatement transposable dans I1. La seule différence est que les vecteurs de II n’ont que
deux composantes. On rappelle ici, sans démonstration, les points importants.

e Il existe dans II une base duale a® définie par:

ao‘~a[3:5§‘

e Si V est un vecteur de II, on a:
V = Vaaa = Vaa“

Les quantités V* sont les composantes contravariantes de V ; V* =V . a”
Les quantités V,, sont les composantes covariantes de V' ; Vo, =V - a,

e Les tenseurs de surface d’ordre p sont les applications p-linéaires de TIP dans R.

Par exemple, si T est un tenseur de surface du second ordre :
T(U,V)=TuUVP =T°UVs = T UV = T30V

e [’ensemble des tenseurs d’ordre p est un espace vectoriel.

Par exemple, pour les tenseurs du second ordre, on a

T:Taﬁa‘X@aﬁ:To‘ﬁaa®aﬁ:Taﬁao‘®aﬁ:T°‘ﬁaa®aﬁ
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CHAPITRE 2. ETUDE DES SURFACES

Ses composantes dans ces bases sont :
Tap =T (aq,ag) ; 7% =T (aa,aﬁ) TP =T (aa,aﬁ) ; T% =T (a”, ag)

Les différentes sortes de composantes d’un tenseur de surface du second ordre peuvent se ranger
dans les matrices carrées 2 x 2.

= = g =T | ma= | Rl 2]

o Les tenseurs de surface du second ordre ont un endomorphisme associé :
W-=T (V) -T (.’ V) TRV = Taﬁvﬁa“ _ T“ﬁVpaa — TaﬁV@aa — T“@Vﬁaa
soit en termes matriciels:

We]=[T**][Va] = [T*] [V*]
W] = [T ][V*] = [T.*] VA]

e Un tenseur de surface du second ordre symétrique est tel que

TU.V)=T(V,U) = [LJ=[T.] 5 [T*] =[] ; [*] = [T*.]

e Un tenseur de surface du second ordre antisymétrique est tel que
T(U,V)=-T(V,U) = [T]=—[T.] ; [T*] == [T*] ; [I.*] = = [T*.]
e Le transposé d’un tenseur de surface du second ordre est un tenseur de surface du second ordre
défini par:
T'(U,V)=T(V,U) = [T,] =[] ; [T ] = [1**] 5 [17] = (1]

e Tout tenseur de surface du second ordre est décomposable de maniére unique en la somme de
sa partie symétrique et de sa partie antisymétrique:

1

T =
2

(T+Tt)+%(T—Tt)

e Les deux invariants d’un tenseur de surface du second ordre de surface sont :

TrT = Tr[1,*] = Tr[T*,] ; detT = det [T,*] = det [T*,]

e Les valeurs propres et les vecteurs propres d’un tenseur de surface du second ordre sont les
solutions de 1’équation

TOv=Av<= (T-AA)Bv=0
Les composantes covariantes de » sont donc solutions de 1’équation matricielle
(T*]-AD)®[*]=0

ou I est la matrice identité.

8 ECOLE SUPERIEURE DE MECANIQUE DE MARSEILLE J. GARRIGUES



2.3. TENSEURS DE SURFACE

2.3.1 Tenseur métrique de surface

Le tenseur métrique de surface est le tenseur de surface du second ordre A défini par:

‘A(U,V):U~V‘

Il est symétrique et ses composantes dans la base naturelle sont :

aaﬁ:aa-aﬁ;ao‘ﬁ:ao‘~aﬁ;aaﬁ:(fﬁ'

Les matrices [Aqs] et [A**] sont inverses et on note

On vérifie facilement que TrA =2 et det A =1,
et que ’endomorphisme associé au tenseur métrique est 'identité: AQU = U YU € TI.

Ve =a®VP =65VP Vo =al’ Vs =80Vs 1 Va=aasV? 3 V= a*Vp

(propriété dite d’ « ascenceur d’indices ».)

2.3.2 Tenseur d’orientation de surface

Le tenseur d’orientation de surface est le tenseur de surface du second ordre® E défini par:
E(U,V)=(U,V,n)
ou (e, e, ) est le produit mixte.
Son antisymétrie est évidente. Les composantes covariantes sont :
Zap = E (an,a5) = (aq,as,n)
soit encore explicitement :

€11 =0; @2 =0; €12=(a1,a3,m) ; & = (az,a1,m) =

Tl suffit donc de connaitre €15 = (a1 A ag) - n. Puisque = (@1 A az) est un vecteur porté par n, il
suffit d’en calculer le module.

llas A as|?

(a1 A ag) . (a1 A ag)
= (a1,a2,(a1 /\ag))
a1 [as A (a1 A ag)]

En développant le double produit vectoriel, puis les produits scalaires, on trouve:
||a1 A (1,2||2 = Q11099 — A19091 = det [a..] =a

Les composantes covariantes du tenseur d’orientation de surface sont donc :

ral=val b 4]

3. Contrairement au tenseur d’orientation défini dans £3, le tenseur d’orientation de surface n’est pas un tenseur
du troisiéme ordre.
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CHAPITRE 2. ETUDE DES SURFACES

On établira facilement * les composantes contravariantes :

S

Les invariants du tenseur d’orientation de surface sont :

TrE=0; detE =1

. R — . T
L’endomorphisme associé a E est une rotation de ——= autour de n. En effet
2 bl

EQU =2,5U" a® = (an,a3,n) U’ a* = (a,,U,n) a® = [a, - (U An)] a® = (U An), a®

‘E@U:—n/\U‘

La composition de ’endomorphisme E avec lui-méme est donc une rotation de —m, c’est a dire

une multiplication du vecteur par —1.
EoE=-—EQE=-A

c’est a dire en termes de composantes

Ean€lP = =57

Cette propriété algébrique est tres utile dans les calculs.

Enfin, on montrera facilement que le produit doublement contracté de E avec tout tenseur de

surface du second ordre symétrique est nul.

EQT =0 VT symétrique

2.3.3 Produits vectoriels

Le tenseur d’orientation de surface est utile pour exprimer les composantes des produits vectoriels :

e Soient U et V deux vecteurs du plan tangent T1. Leur produit vectoriel est porté par n. 11 suffit

donc de calculer la composante sur n de U A V.
(UAV) n=(U,V,n)=E(U,V)=UQEQV

On a donc

UANV=(UZE®V)n

soit en termes de composantes :

UANV :Ea@UaVﬁ n :EaﬁUaV@ n

e Soit U un vecteur tangent et soit 72 la normale, on a

’I‘L/\U:—E@U

4. en utilisant ’ascenceur d’indices.
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2.4. L’ANALYSE DANS LES SURFACES

soit en termes de composantes :
nANU = —EagUﬁa“ = —EaﬁUﬁaa

e Soient deux vecteurs X et Y non tangents. On note Tg (X) = X*a, = X,a® la partie tangente

de X . Leur produit vectoriel est :

XAY = (Tg(X)+X%n)A(Tg(Y)+Yn)
= Tg(X)ATg(Y)+Y3Tg(X)An+ X3n ATg(Y)
XAY = (Tg(X)QEQ@Tg(Y))n— X*E@Tg(Y) + Y E@Tg (X)
Soit en termes de composantes:
XAY = €pX°YPn—X3%%,,3Y" a”+YV3%,5X° a®
XAY = ePX,V5n— X32%Y5 an + Y327 Xj5 aa

2.3.4 Nouvelle expression de la normale

On a montré précédemment que ||a; A as|| = v/a. La normale & la surface s’écrit donc:

a1 N\ as

Ja

n —

2.4 L’analyse dans les surfaces

En théorie des coques, on a a considérer des champs (scalaires, vectoriels ou tensoriels) définis sur
la surface. Ils sont appelés champs surfaciques.

De plus, on apporte une restriction supplémentaire: les champs vectoriels et tensoriels sont des
champs tangents, c’est a dire que leurs composantes sont sur la base naturelle {a, }, ou sur sa duale
{a*}, ou sur leurs produits tensoriels. De tels champs sont appelés champs surfaciques tangents.

Ainsi, un champ surfacique vectoriel tangent est tel que:
MeS—->V (M) ell
De méme, un champ surfacique tensoriel du second ordre tangent est tel que:

MeS>TM)ellell

L’objet de I'analyse sur les surfaces est d’étudier les variations de ces champs lorsque le point M
(c’est & dire le couple de paramétres (:rl, ;732) qui définit M) varie sur la surface. Des difficultés

vont naitre du fait que le plan TI varie avec M.

Remarque importante

On aura aussi besoin de considérer des champs surfaciques vectoriels non tangents®. Dans ce cas,
on décompose le champ vectoriel en partie tangente et en partie normale.

— La partie tangente est un champ surfacique vectoriel tangent dont on peut étudier les variations
avec les techniques de ’analyse des surfaces.

— La partie normale est un vecteur porté par . On peut la voir comme un champ scalaire (la
composante suivant 2 du champ vectoriel) multiplié par n. Pour étudier les variations de la partie
normale, 1l faut donc étudier les variations de n.

5. Par exemple, le champ des déplacements & (M) des points d’'une coque n’est généralement pas tangent a la
surface.
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CHAPITRE 2. ETUDE DES SURFACES

L’analyse dans les surfaces
Dans la suite du cours, on se limite au strict nécessaire . On abordera donc 1’étude des points
suivants :

e Définition des éléments de longueur et de surface. On pourra ainsi calculer des intégrales le long
d’arcs de courbes tracées sur la surface, et des intégrales doubles sur une portion de la surface.

o Etude des variations de n. Cette partie ameénera la notion de courbure de la surface.
e Etude des variations de la base naturelle et de la base duale.
e Btude des champs scalaires (gradient de surface)

o Etude des champs vectoriels tangents (gradient de surface, divergence de surface, rotationnel de
surface, théoréme de Stockes, théoréme de la divergence)

e Etude des champs tensoriels de surface du second ordre (gradient de surface, divergence de
surface, théoréme de la divergence)

2.5 Meétrique dans les surfaces

2.5.1 Elément de longueur

Un point courant M de la surface est fonction des deux parameétres z! et x2. Sa différentielle est
donc:

dM = 90,0M dz® = dz® a,
dM est donc un vecteur tangent.
Dans la base naturelle, les composantes de dM sont les variations dz®™, quelquesoit le paramétrage.
I.’élément de longueur sur la surface § est donc défini par:
di?=dM -dM = (dz%ay) - (dmﬁaﬁ)

On a donc:

dI* = anp de® dz’ = A (dM,dM)

Le tenseur métrique permet de calculer di?.

2.5.2 Elément de surface

Considérons la variation dMy de M a z? fixé, ainsi que la variation dMy de M & 2! fixé.
dM; = 8,0M dz' = ay dz' i dMy = 0:0M dz? = ay d2?
dM; et dM3 sont des vecteurs tangents, et leur produit vectoriel est porté par n.
I’élément de surface est défini par:
dS = (dM1 A dM3) -n = E (dM1,dM>) = &12dx' dz?

On a donc:

|dS = V/a da? da? |

Le tenseur métrique permet de calculer dS.
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2.6. TENSEUR DE COURBURE NORMALE

2.6 Tenseur de courbure normale
On se propose maintenant d’étudier les variations de la normale nn quand M varie.

On peut remarquer que le vecteur dn est un vecteur tangent. En effet,

n-n=1 = dn-n=0

2.6.1 Définition du tenseur de courbure normale
I’opérateur dM — dn est donc un endomorphisme linéaire® de TT. On pose :
dn = —-B®RdM

On appelle Tenseur courbure normale” B le tenseur du second ordre associé & cet endomorphisme
linéaire:

|B(V,dM)=-V dn YV €1l

~V.dn=—(V*a,) (0pndz’) = — (a, - 0yn) V" dz’

On en déduit par identification les composantes covariantes de B :

‘ba@ = —aa~6gn‘

En remarquant que
aa-aﬁnzaﬁ(aa -n)—n-aﬁaa :0—n-8paa

on obtient une autre expression des composantes covariantes de B :

‘bag:n~8paa‘

On sait donc calculer les composantes covariantes de B si on sait calculer les dérivées des vecteurs
de la base naturelle.

De plus, cette derniére expression permet de voir que B est un tenseur symétrique:
bog=mn-0sa,=n-030,0M =n-0,080M =n -0,ag = ba,

On a donc

B(V,dM)=B(dM,V)=-V -dn ; dn=—-B®dM = —b,zdz’ a®

Les dérivées de la normale n s’écrivent:

‘an = —bap a® = —BQag
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CHAPITRE 2. ETUDE DES SURFACES

FiG. 2.2 — Interprétation géométrique du tenseur courbure

2.6.2 Interprétation géométrique

Soit une surface § de point courant M dont la normale en M est nn. On considére un plan P passant
par M contenant n. P est appelé plan normal en M. On appelle C la courbe d’intersection de P
avec §. On note ¢ la tangente unitaire a C en M et [ ’abscisse curviligne de M sur C.

Si M est astreint a rester sur C, t étant le premier vecteur de Fresnet de C, on a

,_dM
T

La normale principale n/ de C (le second vecteur du triedre de Fresnet de C en M) est définie par

n'_dt
R dl

oli R est le rayon de courbure de C en M.

La courbe C étant plane, sa normale principale n’ en M est nécessairement dans le plan. On a
donc:

n =+4n
De plus, sa torsion géométrique est nulle et donc:

dn'_ t

d~ R
Soit B le tenseur courbure normale de & en M. De sa définition 1l vient :

B(t,dM) = —t-dn
B(t,tdl) = Ft -dn

t
t-|—— )dl
¥ (R)

6. La linéarité découle de celle de la notion de différentielle
7. Cette dénomination sera justifiée par 'interprétation géométrique.

B (t,) dl
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2.6. TENSEUR DE COURBURE NORMALE

et donc

1
B(tt)=+—
(1) =+

L’opération B (t,t) donne au signe prés® la courbure normale en M dans la direction #, c’est a
dire la courbure de I'intersection du plan (n,t) avec la surface.

2.6.3 Propriétes de la courbure normale

Le tenseur courbure normale B étant un tenseur de surface du second ordre symétrique, il en
possede toutes les propriétés :

— 1l existe deux directions orthogonales dans le plan tangent I qui sont les directions propres de
B. On les appelle directions principales de courbure en M. Les courbes enveloppes des directions
principales sont appelées lignes de courbure normale. Elles forment un réseau orthogonal de courbes
sur la surface.

9

— Sur ces directions principales, on peut choisir® une base orthonormée directe qu’on appelle base

principale.

— Dans la base principale orthonormée, les matrices des composantes de toute variance sont
diagonales et la diagonale contient les valeurs propres . Les valeurs propres de B sont appelées

courbures principales de & en M. On les note — et —

R4 Ry

— Les courbures principales sont les extrema de toutes les courbures normales dans toutes les
directions ¢ autour de M.

— Les invariants de B sont :

1
TrB = Tr[b%] = — + — est appelé courbure moyenne en M.
Ri Ry

11
detB = det[b*,] = — — est appelé courbure gaussienne en M.
Ri R

— Suivant le signe de la courbure gaussienne en M, on peut caractériser la forme locale de la
surface :

Si detB > 0 on dit que M est un point elliptique

Si detB < 0 on dit que M est un point hyperbolique

Si det B = 0 on dit que M est un point parabolique

L) L

Point elliptique Point hyperbolique Point parabolique
F1G. 2.3 — Formes locales d’une surface en fonction de la courbure gaussienne

Les lignes pointillées donnent 1’allure de I’'intersection de la surface avec un plan paralléle au plan
tangent.

8. [’ambiguité du signe vient de ce que 'orientation de la normale n 4 § est arbitraire: elle dépend du choix du
paramétrage.
9.1l y a quatre choix possibles.
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CHAPITRE 2. ETUDE DES SURFACES

2.7 Variations de la base naturelle

On se propose d’étudier comment varie la base naturelle lorsque M varie. A priori, les dérivées de
vecteurs tangents ne sont pas tangents. On pose donc:

—i —3
Oaag = F;ﬁ a; = flﬁ a,+T,;n

—i . .
On va montrer que les I', 5 s’expriment en fonction du tenseur de courbure normale et du tenseur
métrique de surface.

Calcul des fzﬁ
n-duas =T

ce qui est la définition des composantes covariantes du tenseur courbure.

On en déduit: bag = n - daag. On a donc

—3
Faﬁ = b%@

=3 . .
Les I', 5 sont les composantes deux fois covariantes du tenseur de courbure normale.

Calcul des T;ﬁ
ﬂp =a" - 0hapg =a” -dga, = fga

Cette égalité montre que les T:. sont symétriques par rapport aux deux indices inférieurs.
On peut calculer les flﬁ en fonction du tenseur métrique :

Fz(ﬁ =a’ '8aaﬁ = a’YHaH -8aap

Or,
1
C%ag = 8gaa = E (&Ia,@ + 85aa)
On a donc:

1 1
T, = 5(1'”‘11” (Onas+ Opa,) = 5(1’”‘ (ay -0nap+a, - 9sa,)

—

En remarquant que
a, - 0qapg = 0qayug —ag-0,a, et a,-0ga, =0pa,, — a, - 0ga,

on trouve '0:

1
o = 50" (9ntus + Opua — Outap)

Les I', 3 sont appelés coefficients de connerion riemannienne. Leur valeur en fonction du tenseur
métrique est formellement la méme que les coefficients de Christoffel, mais leur signification est

10. Cette maniére de calculer les F,Y,ﬁ, n’est pas toujours la plus efficace. Il est souvent plus rapide de calculer
les dérivées de la base naturelle et de les exprimer sur la base naturelle. On en déduit les Fzﬁ et les b, par

identification.
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2.8. DERIVEE D’UN VECTEUR

différente'! : Tl ne donnent que la partie tangente de la dérivée des vecteurs de la base naturelle.
La partie normale de cette dérivée est donnée par le tenseur courbure.

Finalement, la dérivée des vecteurs de base est :

Jaap = f’;ﬁ a,+by,smn

On peut aussi calculer les dérivées de la base duale:
a’ -ag :(5} = Oa(a’-ag)=0 = ag-0,a" =—a”-d,ap
Les composantes de la partie tangente de la dérivée de a” sont donc :

ag - Oacﬂ = _T’;ﬁ

On évalue la composante normale de la dérivée de la méme maniere:
n-a =0 = Jdy(n-a’)=0
On en déduit que:

n- 60(0"y - _a’Y * aan = _a’Y : (_bﬁaaﬁ) = b’YO(

Finalement, la dérivée de la base duale est :

Oqa” = —flﬁ a’ +bv,n

2.8 Dérivée d’un vecteur

2.8.1 Dérivée d’un vecteur tangent

Soit V' (M) un champ surfacique de vecteurs tangents donné par ses composantes contravariantes
VP (M), sa dérivée par rapport aux paramétres (;‘L‘l, 132) est :

0.V = 00 (V7 ag) = 0.V7 ag + VT Ls ay + Vibogm = (aavﬁ + vafw) as+V7hosm
Si V' (M) est donné par ses composantes covariantes V3 (M), on obtient :
0.V = 80 (Vs a®) = 8,V a® = V3T a7 + Vgb,! m = (@avﬁ — vﬁ;ﬁ) a’ + Vb, n

La dérivée d’un champ vectoriel tangent, n’est pas en général un champ vectoriel tangent (sauf si
la courbure est nulle, c’est & dire si la surface est plane).

2.8.2 Dérivée d’un vecteur spatial

Soit X (M) un champ surfacique de vecteurs de £ donné par ses composantes contravariantes
X (M). Sa dérivée par rapport aux paramétres (:rl,.rQ) est :

0aX = 00 (X7 ap+ X% n) = (0.X° + X0, = X%.7) ag + (XThay + 0.X7) m
Si X (M) est donné par ses composantes covariantes X; (M), on obtient :

00X = 00 (X5 @ + X7 ) = (0.X5 — X, s = X%as) @ + (X,ba7 +0.X%)

11. Beaucoup d’auteurs les appellent néanmoins aussi coefficients de Christoffel.
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CHAPITRE 2. ETUDE DES SURFACES

2.9 Systeme de coordonnées spatial induit par la surface

La base naturelle {@as} d’une surface, complétée de sa normale unitaire n constitue une base de

I’espace &s. Un point N de &3 peut étre repéré par les 3 parametres (xl, z?, x?’) en posant

ON =OM + 2> n

23 est la distance de N & la surface. On définit ainsi un systéme de coordonnées de &3 induit par
la surface S.

F1G. 2.4 — Systéme de coordonnées spatial induit

La base naturelle du systéme de coordonnées induit est e; = 9;ON. Les deux premiers vecteurs
sont :

eo = 0oON = 0, (OM 4 2° n) = a, + £°04n

e, = CLO(—a:?’bVaa7 = a,—2°BQa, = (A—a:SB) QD ay
€3 = N

Le plan (eq, e2) est donc paralléle &4 TT, et on a: e -e3 = e3 - e3 = 0.

La base duale e’ est définie par

Il est facile de voir que e® = e3 = n, et que e' et e? sont dans la paralléles & II.

Si X est un vecteur de &3, on a:
X=X%e,+X’n=X,e*+Xsn =

2.9.1 Relation entre la métrique d’espace et la métrique de surface

Soit G le tenseur métrique d’espace. Ses composantes deux fois covariantes sur la base naturelle
du systéme de coordonnées spatiales induit sont :

2

Jop = €q-€3 = dgp— ‘Zm‘o’baﬁ + (;133) bgy 07 4
Jaz=¢€q-n = 0
gagz=mn-n = |1
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2.9. SYSTEME DE COORDONNEES SPATIAL INDUIT PAR LA SURFACE

c’est a dire:

G:gaﬁea®eﬁ+n®n

On a évidemment

Tg(G)= A

De plus, on a
g = det [gi;] = det [gap]
ou g;; sont les composantes covariantes de G' sur la base naturelle induite.

Le lecteur pourra vérifier que la relation entre g et a est :

g=a{1=22"TB + ()" [(TrB)’ +2 det B — 2 (+*) v B det B + (+”)" (det B)" }

ou TrB = b*, (la courbure moyenne) et det B = det [b*,] (la courbure gaussienne).
Les composantes e;;; du tenseur d’orientation sur la base naturelle du systeme de coordonnées

induit valent /g, —,/g ou 0 selon les indices, et les 7% valent —, ——— ou 0 selon les indices.

\/_ \/_

2.9.2 Relation entre les I'}; et les ﬁ;ﬁ

En calculant les composantes des dérivées des vecteurs e; sur la base {e;}, le lecteur pourra
montrer que '%:

r, = T,—+*[(A-+*B)” BgradB| .,
r, = [(A-2°B) @B]aﬁ

Fgcx = —{B@(A—ISB)_]}ﬁa

Fg”‘ =

33 =

Remarque

On pourra montrer en se plagant dans une base orthonormée principale de B que

(A-+B) = i (+7)" B" = A+ B + i (%" B"
On a alors: - =
[y = Top—a*[gradB] op - (2%) [BTgradB] f: "[B" ' TgradB] .
T = bap—2"(B?) , =
B, = e (B = () [B) =3 () (B
rs, = 0 =
iy = 0

12. Dans ce paragraphe, pour des raisons de concision, il est fait allusion au gradient de surface d’un tenseur du
second ordre, qui sera défini dans les sections suivantes.
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CHAPITRE 2. ETUDE DES SURFACES

Dans les théories linéarisées (coques minces), on négligera souvent les termes en (.r?’) et les
suivants.

2.10 Le triedre de Darboux-Ribeaucourt

Dans la suite, on aura souvent souvent a considérer des courbes C tracées sur la surface S.
En chaque point M de C, on peut définir un triedre orthonormé, appelé triédre de Darbouz-
Ribeaucourt, défini comme suit :

FiG. 2.5 — Triedre de Darbouz-Ribeaucourt

t est le vecteur unitaire tangent en M & C (et donc tangent a §)
n est la normale unitaire en M a S (et donc normale a C)
u est le vecteur ¢ An (u est donc tangent & S et normal a C).

Le triedre (¢, m,u) est donc orthonormé direct. Sa définition est lide & la fois aux propriétés de C
et a celles de S.

Si la courbe C est fermée, on choisit conventionnellement son orientation £ pour que le vecteur
unitaire u soit sortant de la portion de S entourée par C.

2.11 Etude des champs scalaires surfaciques

Soit § une surface paramétrée par le couple (;731, ;1:2). On appelle champ scalaire surfacique une
application f de D dans R.

(.1‘1,$2) eED — f(:v1,x2) eRr
On peut aussi bien écrire :
MeS - f(M)eR
Si f est différentiable sur S, il existe un opérateur linéaire tangent noté gradf tel que :
df = gradf@dM

gradf est une application linéaire de TI dans R, c’est donc un tenseur du premier ordre, c’est a
dire un vecteur. Or,

df = 0pfdz® et dM = a, dz®
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2.12. ETUDE DES CHAMPS VECTORIELS SURFACIQUES TANGENTS

On en déduit les composantes covariantes de grad f:

(gradf), = 0af ¢ gradf=0.f a”

L’opérateur gradf est un vecteur tangent ¢ S en M. 1l a toutes les propriétés algégriques habi-
tuelles du gradient d’une fonction scalaire.

Relation avec le gradient spatial

Considérons le champ spatial f défini par
N=M+z’n — f(.rl,xz) eR
f est un prolongement du champ surfacique, constant en z3.

On montre facilement que

gradf = gradf® (A - ;133B)_1

= gradf + *B®gradf + (;133)2 B?@gradf + Z (,133)n B" @ gradf

n=3

2.12 Etude des champs vectoriels surfaciques tangents

Soit § une surface paramétrée par le couple (;131, z2). On appelle champ vectoriel surfacique tangent
une application de D dans II.

(ml,ZQ) eD - V (1‘1,;132) ell
On peut aussi bien écrire :

MeS - V(M)ell

2.12.1 Gradient de surface d’un champ vectoriel surfacique tangent

Si V (M) est différentiable, il existe un opérateur linéaire noté GV tel que:
dV = GVedM
Mais dV n’est pas un vecteur de II. En effet,
dv = d(V® a.)
= dV®¥a,+V*das
= ggV“ dz? a, +V* dga, dz?
= (9V" @+ VT, ay+ Vobgan) da
I’opérateur GV est une application de TT dans &. Ce n’est donc pas un tenseur de surface.
Si maintenant on considére la partie tangente de dV', on a:
Tg (dV) Tg (GV®dM)
= (65V°‘ a,+V” fga au) dz?

= (6@‘/“ a, + V* Fgu aa) da”

_ (v T e
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CHAPITRE 2. ETUDE DES SURFACES

L’opérateur linéaire qui & tout dM associe Tg (dV') est un endomorphisme de II. Le tenseur du
second ordre de surface qui lui est associé est appellé gradient de surface et on le note gradV '3,

Tg (dV) = gradV @dM

Le gradient de surface, appliqué & dM, donne la partie tangente de la différentielle d’un champ
de vecteurs tangents.
Ses composantes sont 14

(gradV)a g =0V VH Tgu & gradV = (d@Vo‘ + Vv# Tg,u) a, ® a’

Le lecteur établira facilement que si V' est exprimé dans la base duale, on obtient les composantes
complétement covariantes de gradV :

(gradV)a =0gVa—V, fga & gradV = (8@Va - Vi fga> a® @ a’

B

La différentielle compléte du champ tangent V' est donc:

dV = gradV®dM + B(V,dM) n =gradVedM + (VEB®dM) n

partie tangente partie normale

Les dérivées d’un champ surfacique de vecteurs non tangents X défini sur S sont:

9. X = (gradTg(X) — X’B) Da,+ [(BETg(X) + gradX?®) Ba,|n

partie tangente partie normale

Relation avec le gradient spatial

Considérons le champ spatial vectoriel V' défini par
N=M+2’n — V(ml,xQ) eR
V est un prolongement du champ surfacique, constant en z3.

On montre aprés un calcul assez long que
gradV = [gradTg(V) - V’B+n@gradV’ +n® (B2 Tg(V))] © (A— st)_l

ol

(A-2*B) " = A+’ B+ () B*+ Y (%) B"
n=3

2.12.2 Divergence de surface d’un champ vectoriel surfacique tangent

La divergence de surface d’un champ vectoriel surfacique tangent est le scalaire défini par:

divV = gradV DA=Tr gradV

En fonction des composantes de V', on obtient :

divV = (gradV)(1 o= 0, V*+ VH qu

13. Beaucoup d’auteurs le notent VV'. On 'appelle aussi souvent dérivée de Levy-Civita.
14. Les auteurs qui utilisent la notation VV posent VgV ® = 9gV* + V# Fgw Le tenseur VV est donc le
transposé de gradV, et on a dV = dM@VV
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2.12. ETUDE DES CHAMPS VECTORIELS SURFACIQUES TANGENTS

2.12.3 Rotationnel de surface d’un champ vectoriel surfacique tangent

Le rotationnel de surface d’un champ vectoriel surfacique tangent est le scalaire défini par:

totV = —gradV Q@ E

En fonction des composantes de V', on obtient :

otV = —(gradv) e’
otV = = (0Va = Vi Th, ) 7
otV = &9V,

OV = (V- BaVA)

Ja

Relation avec le rotationnel classique

Considérons un champ vectoriel spatial X (N) tel que sa restriction & § soit un champ vectoriel
tangent V.

X (;131,;732,0) = V(a:l,a:Z) ell

On dit aussi que le champ X est un prolongement du champ V. Le rotationnel (classique) de X
est,

rotX = eijk(?in ey

Sur la surface S, e; = a;, la valeur du rotationel de X est:

ijk
[I‘OtX](zg,:U) = 6(‘;3=0) [aZ‘YJ](q;3=0) ay
o ajk
= e?zfzﬂ) [63X0‘](1‘3:0) ag + 6(:1?3:0) [8O(X]](J‘3=0) ag

3o a3 af33
= e(zf:()) [33Xa](x3=o) ag+ e(zf:O) [60‘X3](:c3=0) ag + e(i:o) [8“‘)(@](1'3:0) as
= Eaﬂ [8%X(¥](a¢3=0) ag — Eaﬂ [801X'3](;c3=0) ag + gaﬂ [8”Xﬁ](z3:0) n

= gof ([agxa](xazo) - [aaxg](xazo)) as + 1otV n

Le rotationnel de surface est la composante normale du rotationnel classique.

rotV =mn - [rotX],, )

Propriété
Considérons un champ surfacique tangent V' (M) et le champ surfacique W (M) défini par
W (M)=nAV (M)

Le champ W est un champ surfacique tangent orthogonal & V. 1l se déduit de V' par une rotation
de —{—% autour de 7. Le lecteur montrera facilement en calculant le rotationnel de surface de W
qu’on obtient :

rot (n AV) =divV
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CHAPITRE 2. ETUDE DES SURFACES

2.12.4 Formule de Stockes pour les champs vectoriels surfaciques tan-
gents

La formule de Stockes pour les champs vectoriels surfaciques tangents se déduit immédiatement
de la formule de Stockes classique.

Soit V' (M) un champ vectoriel surfacique tangent défini sur S, et soit X (V) un prolongement de
V (M) dans &s.

Considérons une courbe Cy fermée de 8§, entourant la portion de surface Sg. La formule de Stockes
classique pour le champ X est :

/n~r0ths: X - tdl
So Co

On en déduit immédiatement que pour z3 = 0, on a:

/ rotV ds = V.tdl
So Co

soit en termes de composantes :

/ 7 9,V; ds:/ V%, dl
So Co

I’intégrale du rotationnel de surface de V' sur Sq est égale a la circulation de V sur Cy.

2.12.5 Formule de la divergence pour les champs vectoriels surfaciques
tangents

Considérons un champ surfacique tangent V' (M) et le champ surfacique W (M) défini par
W(M)=nAV (M)

I{e champ W est un champ surfacique tangent qui se déduit de V' par une rotation de 43 autour
en.

Considérons une courbe Cy fermée de S, entourant la portion de surface Sp.

En appliquant la formule de Stockes précédente au champ W on obtient :

/Rst = W - tdl
So Co

/sﬁ(n/\V) ds = /(n,V,t) dl

Co

/EVds = /(V,t,n) dl
So Co

/des: V. udl
Sa

soit en termes de composantes :

/ (0.V7 +V*T,) ds= | Vouodl
So

Co

I’intégrale de la divergence de surface de V' sur Sy est égale au flux sortant de V' a travers Cq.
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2.13. ETUDE DES CHAMPS TENSORIELS SURFACIQUES TANGENTS

2.13 Etude des champs tensoriels surfaciques tangents

On se limite ici aux champs tensoriels surfaciques tangents du second ordre.

Soit & une surface paramétrée par le couple (;1:1, 1‘2). On appelle champ tensoriel surfacique tangent
du second ordre une application de D dans 11 ® II.

(931,;132) €D — T(ml,mQ) cellgl
On peut aussi bien écrire :

MeS - T(M)ellaTl

2.13.1 Gradient de surface d’un champ tensoriel surfacique tangent du
second ordre

Comme pour les champs vectoriels surfaciques tangents, la différentielle d’un champ tensoriel
surfacique tangent n’est pas un champ tensoriel tangent. En effet,

dT =d (To‘ﬁaa Q ap) =d7*" a, ® ag + 7% da,, @ ag + T a, @ dag

Les différentielles des vecteurs de la base naturelle ayant des composantes normales, la différentielle
dT contient des termes en n @ ag et a, @ n.

On note Tg (dT') la partie tangente de dT'. L’opérateur
dM - Tg(dT)

est une application linéaire de 1T dans 11 ® I1. 11 définit un tenseur de surface du troisieme ordre

appelé gradient de surface et noté gradT :

Tg (dT) = gradT ® dM

En calculant la différentielle de T', le lecteur établira facilement les composantes:

(gradT) *%, = 8,T°° + THT., + T*'T),
(gradT) "5y = 0,1 +T"sT,, — T*, T4
(gradT).’, = 0,T.° —T.'T:, +T.'T.,
(gradT) apy = 0yTap — TusTha — TauTog

On voit que la construction des formules des composantes du gradient de surface est la méme que
pour le gradient classique d’un champ spatial . La seule différence est que les indices varient de
142

On étendra sans difficulté aux gradients de surface de tenseurs de surface d’ordre supérieur a 2.

On laisse le soin au lecteur de vérifier deux propriétés importantes suivantes:

gradA =0 et grad E=0

15. Voir le cours de mécanique des milieux continus.
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CHAPITRE 2. ETUDE DES SURFACES

2.13.2 Divergence de surface d’un champ tensoriel surfacique tangent
du second ordre

On appelle divergence de surface d’un champ tensoriel surfacique tangent du second ordre le vecteur
de TI défini par

divT = gradT @ A

soit en termes de composantes :

(divT) ™ = (gradT)"?, = 0,77 + 1" T, + T*'T,,
(@vT) . = (gradT).", = 0,1, — T,)Th, + T.'T,,

Cette définition s’étend aux tenseurs d’ordre supérieur.

2.13.3 Formule de la divergence pour les champs tensoriels surfaciques
tangents du second ordre

Considérons une courbe fermée Cy de & entourant la portion Sy. On choisit 'orientation de Cqy de
telle maniére que le vecteur u du triedre de Darboux-Ribeaucourt (£, 7, u) soit sortant de Sp.

On se propose de calculer I'intégrale vectorielle :

/T@udl:/ T%ug a, dl
Co Co

Pour la calculer, on considére une base orthonormée fize {e;}, et on projette cette intégrale vec-
torielle sur la base en trois intégrales scalaires :

€; / TQu dl = / T"‘ﬁu,ﬁ e a,dl = / [T“ﬁei -aa] ug dl
Co Co Co

Pour i fixé, les deux nombres W# = T*Pe; - a, peuvent étre considérés comme les composantes
d’un champ vectoriel tangent W. Les trois intégrales scalaires s’écrivent :

e | TQudl= | Whusdl= | W udl
Co Cp Co

On peut alors utiliser la formule de la divergence pour les champs vectoriels surfaciques tangents :

eir [ TOudl= | TaWWds= | (9w +WrT},) ds
Co So So &

En remplacant W7 par sa valeur et en développant la dérivée, on trouve :
e; / TTudl = / (05T i - an + T ;- (T}, +bgum ) | ds = e; / (TvT + BET n) ds
Co So SO

On en déduit la formule de la divergence pour les champs tensoriels surfaciques tangents :

/ (ET—{—Bng)ds:/ TQu dl
So Co

soit en termes de composantes :

/S [(%T“ﬁ +THT, + TWTZH) g + T*b,g n} ds = /C Ty aq

Alors que pour les champs vectoriels surfaciques tangents, la formule de la divergence était for-
mellement la méme que la formule classique, on voit apparaitre ici, pour les tenseurs du second
ordre, un terme nouveau du a la courbure.
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2.14. DEFINITION D’UNE COQUE

2.14 Définition d’une coque

Une coque est un milieu continu solide déformable dont la forme peut étre assimilée a4 une surface
avec une épaisseur.

Soit une surface § paramétrée par les deux paramétres (.1:1,.172) . Une coque d’épaisseur h est
I’ensemble des points N tels que

h h] h
{N tels que ON = OM + 2°n, 23 € [—5, 5] '3 < Inf (|| R1]|, ||R2||)}

Ry et Ry étant les rayons de courbure princpaux de la surface $ en M.

La coque est dite mince si h << Inf(||R1]|,||R2||), en abrégé on écrira h << R.

Chaque fois qu’on considére la coque comme un milieu surfacique, on la confond avec sa surface
moyenne S et son point courant est M (.1‘1, .172). La base naturelle est {aq}.

Chaque fois qu’on la considére comme un milieu volumique, on lui donne sa troisieme dimension et
son point courant est N (J;l, x2, 333). La base naturelle est celle du systéme de coordonnées spatial
induit {e;}.
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Chapitre 3

Déformations dans les coques

I’étude des déformations dans les coques va se dérouler en deux temps. On commence par étudier
la déformation de la surface moyenne. Elle conduit a la notion de tenseur de déformation de surface
et (seulement sous certaines conditions) & la notion de tenseur de variation de courbure. On tente
ensuite de relier ces deux tenseurs au tenseur de déformation de la coque considérée comme un
milieu tridimensionnel. On verra que cette relation n’est simple qu’au prix de certaines hypotheéses.

3.1 Déformation de la surface moyenne

Soit une coque dont la surface moyenne est . On suppose que cette surface moyenne est soumise
a un champ de déplacement & (;131, 1'2) = & (M). En général, & n’est pas un vecteur tangent, c’est
donc un champ surfacique vectoriel a valeurs dans &3.

€=Fan+in="Tg()+&n

Le point M’ = M + & (M) est un point de la surface déformée &'. Cette surface est naturellement

paramétrée par les deux parametres (;131, m2).

M =M (x1,:v2) —}—E(x],xZ)

dv’

Fic. 3.1 = Champ de déplacement de la surface moyenne

On va donc étudier les propriétés de &'.
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3.1.1 Base naturelle de &’

S’ étant paramétrée par (.1‘1, $2), la base naturelle est

aly = 0,0M’' = 0,0M + 9,€ = an + €

o5}
9
o

|

(aa?jﬁ +&'T, - EBbaﬁ) as + (E’me + 8a53> n

|gradT (€) —€'B| Bao+ [15(() 5BTau+ 0.8 | n

3.1.2 Tenseur métrique de surface de S’

Par définition, les composantes du tenseur métrique A’ de &’ sur la base {al,} sont:

U = @y - Ay = (Ao +0a€)  (ap + 0p€) = dap + au - 0p€ + ap - 0u€ + 0a& - 05€

3.1.3 Tenseur de déformation de surface

De méme qu’en mécanique des milieux continus volumiques, on va s’intéresser aux variations de

longueur autour de M lorsque la surface S subit le champ de déplacements €.

Soit M un point de §. On considére un point voisin M + dM ou dM = dx“a, est di & une
variation arbitraire des deux parametres dz®.

Sur la surface 8, I’élément de longueur est donné par:
di? =dM -dM = A (dM,dM) = a,pdx*dz’

Lorsqu’on applique le champ de déplacement €, le vectenr dM devient dM’. Puisque la surface &’

est paramétrée par les mémes parametres (m] , .1:2), on a dM' = dz®a’, et I'élément de longueur

est donné par:
d” =dM’' -dM’' = A’ (dM',dM’) = a/, zdz*dz”
La variation du carré des éléments de longueur due au champ de déplacement € est donc:
I — dI* = (a5 — aag) do®da”

Pour un champ de déplacements &€ donné, on pose

di'’* —dI> = 2L (dM,dM)

L est une application linéaire de TI x TT — R, c’est a dire un tenseur de surface de & du second
ordre. 1l est appelé tenseur de déformation de surface dii au déplacement €. Ses composantes
covariantes sur la base naturelle duale de S sont !:

1
af =5 (a;ﬁ - “aﬂ)

=~

1. Contrairement & ce qu’on pourrait penser, le tenseur L n’est pas la différence entre les tenseurs métriques A’
et A. Cette différence n’a aucun sens puisque ces deux tenseurs sont définis dans des espaces tangents différents.

L est un tenseur de surface de S dont les composantes covariantes sont les nombres % (a' - aaﬁ), les a’ . étant
apf apf

les composantes de A’ sur la base a’“ ® a'? et les a,p les composantes de A sur la base a® ® a®.
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En remplacant les a;ﬁ par leur valeur, on obtient ces composantes en fonction de ¢:

1

faﬁ = 3 (aa . &gf-l- ag - 8QE+ EME c')gf)

En exprimant les dérivées de &, le lecteur pourra montrer que I'expression tensorielle de L en
fonction du champ de déplacements £ est:

I = [eradrs(€) + grad Tg (€) - 22°B + gradig (€) T grad Tg (©)|
+ % [—ESB Sgrad Tg (€) — £ gradlg (€) ©B + (53)219@3]
+ S [(BET®) e (BETs@)]
+ % [grads ® (Tg (T B)) + (Tg (E5 B)) @ gradé + gradé @ grad{s}
Remarques:

Les composantes dans la base naturelle de 8§’ du tenseur métrique A’ peuvent maintenant s’écrire :
a;ﬁ = aup + 23(1[3

Le lecteur vérifiera qu’on a alors:

a' =det[A'y] = a (1-|—2Trf—|—4 detf)

ol TrL et det L sont respectivement la trace et le déterminant de L, c’est & dire la trace et le
déterminant de la matrice des composantes mixtes de L.
3.1.4 Tenseur des petites déformations de surface

De méme qu’en mécanique des milieux continus volumiques, on suppose souvent que les déforma-
tions sont petites, c’est & dire

19.€ll < 1
Dans la suite, on note 1 un nombre adimensionnel infiniment petit d’ordre 1. On écrira donc:
10a€ll ~ n

En observant Iexpression de la dérivée de §:

9.€ = | gradTg (€) — ESB Qa,+ || B®Tg(€)+ gradé® | @a,| n
—_— —_—— e

~n ~

=fz

on voit que:

|

10all ~n =

.
2
=
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Autrement dit, pour que les déformations soient petites au premier ordre, il est nécessaire que les
déplacements soient petits (au premier ordre) devant les courbures.

Dans les composantes covariantes de I, on peut alors négliger le terme 9,€ - 355, qui est du second
ordre.

On obtient alors le tenseur des petites déformations de surface € dont les composantes covariantes
sont au second ordre prés :

(@ - 0p€ + ag - 0.8)

Eap = ;

Soit encore sous forme tensorielle

e = [aradTe (€) + grad Tg (&) — 22°B]

Le tenseur des petites déformations est une fonction linéaire de €.

Sous cette méme hypothese, il vient :

a' ~a(l4+2TrE) et Va' ~/a(l+ Tre)

3.1.5 Normale unitaire de S’

Par définition, la normale unitaire n’ de 8’ est:

a’'i Na's
V'
(a1 + 61€) A (as + 9:€)
Va1 +2TL +4 detT
n\/a+ a; A Oos€ + 01€ A as + 01€ A D2€
Vav1+2TiL +4 det T

o' — n\/E—i—\/Eeo‘ﬁaa /\3;;5—}-315/\325
Vav1+2TiL +4 det T

Approximation de n’ en petites déformations

Si on est dans le cadre de ’hypothése des petites déformations, en négligeant les termes du second
ordre, expression de n’ se simplifie:
1

— — ~ 1 —"Tre
V14+2TrL + 4 det L

Le produit ;€ A 82€ est du second ordre,

n' ~ (1 —Tre) (n +e*Pa, A 3/3@
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Or,
05€ = (a7 05€) ay + (n-0p€)n
aaM)gE = (a”c’)g@aa/\aw-l- (n-f)gg)aa/\n
(7 048) oy 1+ (1 048) e 0
e*Pag, A 355 = (aW . 8@@ 55 n— (n . 8@@ (55 a”
(@ -0,8) n—(n-0,8) a
= Trgn-— (n . %E) a’

On a donc

n' ~ (1 — Tre) [(1 +Trg) n — (n . 87@ aw]

En développant le produit et en négligeant les termes du second ordre, on obtient? :

n'~n-(n-0,§) a

. . - = .
Si on exprime & par ses composantes ¢ sur la base naturelle de §, le lecteur montrera facilement
en calculant la partie normale de sa dérivée qu’on obtient :

n' ~n-— (bwfCY + 8733> a”

soit encore sous forme tensorielle:

n' ~n - B®Tg(§) — grad E%

3.1.6 Tenseur courbure de &’

Par définition, les composantes covariantes du tenseur courbure de &’ sur la base naturelle de S’
sont :

b:mﬁ =n'. 80‘”‘,[3 =n'. 8a ((1@ + 6ﬁ§) =n'. (F’;ﬁa,y + baﬁ’ll + 8aﬁ§)

ou n’ a été défini précédemment.

Si on se place dans le cadre des petites déformations, en négligeant les termes du second ordre, on
obtient:

¢

b;ﬁ ~ (n — (n . 875) aﬂ) . (TZ[BG‘H -+ bagn + 8a;3€)
o bt s (0,8 T~ (0, (70,5

3.1.7 Variation de courbure due au déplacement

Soit M un point de § et 1 son plan tangent. Soit dM = dz*a,. Soit t = % le vecteur unitaire

colinéaire a dM .

La courbure de & dans la direction £ est :

1 _B(tt) = B (dM ,dM) B B (dM ,dM)
R |ldM|[|dM]| A (dM,dM)

2.n' n’est pas tout a fait unitaire du fait de I’approximation.
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Soit € un champ de déplacement. On a
M =M+§& ; dM' =dM + d¢

La direction unitaire du transformé de dM est t' = HZ—%:W' La courbure de &’ dans la direction

t' est donc:

L _ gy gy = BAM L AMY) B (dM + dE, dM + df)
R! - v )= =

A’ (dM’ dM’) di’

La définition du tenseur des déformations entraine :

| B'(dM+dfdM +df) B (t+ % ¢+ %)

R 2420 (dM,dM) 1+ 2L(t,¢t)

La variation de la courbure due au champ de déplacement € est donc :

dg dg
L1 B Eee ) B (t,1)
R R~ 142L(t 1) T

On voit qu’en général, la variation de la courbure dans la direction ¢ due au champ de déplacement
& n’est pas une fonction linéaire de £. On ne peut donc pas parler de tenseur de variation de
courbure.

3.1.8 Tenseur de variation de courbure en petites déformations

En petites déformations, L (¢,t) = € (¢,t) est de 'ordre de 5. On a donc au second ordre pres:
1

La variation de courbure s’écrit donc:
11 . , d¢ d¢
ou?
dE dE dé dE
/ el 8 gy %) e I8 . 18
m (e Ghen ) =t (10 5 ) 0] (14 7))
dE —_dz® P
i 3(157—1 0x€
d¢ -
14+ = = t+41°0,
+ +t%0a€

<t-|— %> ca'* = (t + t"&,E) . (a°‘ + a“‘“c’)NE)
~ "+t (a* 9,&) +a™ (t-9,€)
= 1t (0% 0,8) + a1 (a, - 0,E)

3.0On ne peut pas décomposer linéairement B’ (t + %,t-l— %) en sommes, car B’ est un tenseur de surface

dans IT’ et ni ¢ ni % n’appartiennent & ce plan. Il faut donc calculer ce scalaire en écrivant les composantes de

t+ ‘(ii—lg sur une base de IT’.
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De méme,

<t + %) ca? ~tf 17 (@ 0,8 + PPt (ay - 0E)

On a alors:

B’ <t-|— %,t-l— %) ~ bt + b st (a® - 0,€) + b, ga® ttP (a, - 0,€)
+ bixﬁtwta (aﬁ . 8U,E) + bixﬁaﬂu’tp’toz (ap, . aN’E)

bst®t? + b5 (a - 0,E) t°1° + b 50" (ag - 9,€) 117

o (0 05) 1707 10 (1500 8) 107

(b5 + 40, ,&" 5] 17

12

12

avec (en petites déformations)

z =Y
by = bas 4 g€ — (5,8 Ty — (-3,) (0 - 05E)
La variation de courbure dans la direction % en petites déformations est alors:

% — % ~ [1 — 22 (t,1)] [bl,5 + 4b), 8" ] 1217 — bopt™t”

En développant, la variation de courbure dans la direction # est:

1
=T F = L — bap +4bL B 5 | 1717 — | 2], 57,5 1710 + 8b], B 5T 1780 | 1747
———— S’ N——’ N———
18R n n 2
~h 4R ~EE R ~H ~%

On voit que pour que la variation de courbure dans la direction £ soit une fonction bilinéaire de ¢,
(c’est a dire pour qu’on puisse parler de tenseur de variation de courbure), 'hypotheése des petites
2

déformations n’est pas suffisante. Il faut de plus que le second terme (% + %) soit négligeable
devant les termes en %%, c’est a dire
< 0R
TSR

Les déformations de surface doivent étre petites devant les variations relatives du rayon de cour-
bure. Cette hypothese, loin d’étre évidente est généralement admise dans toutes les théories de
coques .

Tl reste alors:
1 1 , o
w7 = (Uap—bap)t™t’
- 0usE — (- 0,8) Ty — (- 018) (0 - 90s)] 1907

4. Pour les plaques(c’est & dire les coques planes) le rayon de courbure avant déformation est infini. Cette
hypothése est donc parfaitement respectée si le champ de déplacements € provoque une courbure. Par contre, si €
est tangent a la plaque, elle reste plane et la variation relative du rayon de courbure courbure est nulle. L’hypothése
est alors inacceptable. Ceci explique qu’en théorie des plaques, on n’envisage que des déplacements normaux a la

plaque, de la forme € = 53 n.
Pour les coques non planes, I'acceptabilité de I'hypothése n’est pas évidente: Si on considére par exemple une
coque cylindrique de rayon R soumise & un champ de déplacement radial uniforme € = Esn, il est facile de voir que

3
%i ~ % ~ 7. Les deux termes sont du méme ordre de grandeur!
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On définit alors le tenseur de wariation de courbure K tel que la variation de courbure dans la
direction ¢ due au champ de déplacement & est donnée par:

L )
R R |

et dont les composantes covariantes dans la base naturelle de S sont:

Kap =1 0up€ — (n-0,€) Ty — (m - 0,8) (a - 058)

On constate que sous les hypothéses précédentes, le tenseur de variation de courbure n’est pas une
fonction linéaire de €. Pour qu’il en soit ainsi, il faut que le dernier terme soit négligeable, c’est &
dire qu’il faut que:

10R

[10:&[l119ap€ll ~ nlldapéll < 7

Or on a vu que les conditions d’existence d’un tenseur de variation de courbure sont: n < %.
Pour que le dernier terme de K,z soit du second ordre, il faut donc que

_ 1 _
1008l < 7 == Rl[0aptll ~ 1

Autrement dit, il faut supposer que les dérivées secondes de € sont petites devant les courbures

de S.

En observant I’expression de la dérivée seconde de &, le lecteur pourra se convaincre que:

R||0ap€ll ~ n = [|0a R ~ 1

C’est & dire que, pour que les dérivées secondes soient petites devant les courbures, il faut néces-
sairement que les courbures évoluent régulierement quand on passe d’un point & un point voisin.

Dans ces conditions, les composantes covariantes du tenseur de variation de courbure sur la base
naturelle de S sont linéaires en €°:

Kop =028 — (n-0,€) T,

On laisse le soin au lecteur de vérifier que I'expression tensorielle de la variation de courbure
linéarisée K en fonction de £ est:

K =2 Sym (B ®grad Tg (E)) + Tg (E) ® gradB + grad grad ES — ESB ® B

3.1.9 Conclusion

L’étude des déformations d’une surface conduit a la définition du tenseur de déformation de surface
L, qui se réduit 4 Z si les déformations sont petites (au sens des coques, c’est & dire que ||0,€]| et
|§” sont des infiniment petits du premier ordre). Ses interprétations géométriques sont similaires
a celles de la mécanique des milieux continus tridimensionnelle: Le tenseur des déformations de
surface détermine les variations de longueur et de produit scalaire dans des directions tangentes a

la surface.

L’étude des variations de courbure montre qu’il n’est possible de parler de tenseur de variation de
courbure que sous les hypothéses suivantes :

5. Ce tenseur est parfois appelé Tenseur de variation de courbure linéarisé.
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—petites déformations (||Eag|| < 1 et @ < 1)
—déformations petites devant les variations relatives de courbure: ||E,5|| < ||%|| (En déformations
finies, la variation de courbure dans la direction £ n’est pas une fonction bilinéaire de #).

De plus, pour que K soit linéaire en &, il faut que les dérivées secondes de € soient petites devant

la courbure ( R||9ap€|| < 1 et [|[0aR]|| ~ 1)

La section suivante va montrer que dans ce cadre et au prix de quelques approximations sup-
plémentaires, la connaissance du tenseur des petites déformations de surface € et du tenseur de
variation de courbure K suffit pour connaitre le tenseur des petites déformations tridimensionnel
e dans la coque considérée comme un milieu tridimensionnel.

3.2 Petites déformations dans les coques

On considére momentanément la coque comme un milieu tridimensionnel. Un point NV de la coque,
peut étre repéré par 3 paramétres {331, x2 J;s}, ot ! et 22 sont les parameétres qui définissent un
point M de la surface moyenne, et 3 la cote de N par rapport & M suivant la normale n en M.
On a donc:

N =M+ z°n

Les trois parametres {331, x2, J;s} définissent un systéme de coordonnées spatial induit par la surface
moyenne §. La base naturelle {ey, es, e3} de ce systéme de coordonnées et les composantes du
tenseur métrique G' dans cette base ont déja été étudiées.

Soit & (131, x?, ;733) le champ de déplacements de la coque. Un point de la coque déformée est donc
défini par:

N/:N+€(.'131,{L‘2,.'133)

¢N)

FiG. 3.2 = Champ de déplacements dans la coque

Le tenseur des déformations de Green-Lagrange en fonction du champ de déplacements est :

L= (gradf’ +grad’¢ + grad%@gradﬁ)

N | —

et le tenseur des petites déformations est :

(gradE + gradtﬁ)

e =

N | —
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Ses composantes dans la base naturelle {e;, e5, e3} sont:

e; - 8]6 +e;- 816)

1
eij = 5 (

On va voir que, sous quelques hypotheéses supplémentaires, le tenseur de déformation tridimen-
sionnel € peut étre reconstruit en connaissant les déformations de surface € et les variations de
courbure K de la surface.

3.2.1 Hypotheéses de Love-Kirchhoff

Ces hypotheéses introduisent des restrictions sur le champ des déplacements et sur le champ des
déformations dans une coque. Elles sont parfois contestées, et il est possible de remettre en question
tout ou partie de ces hypotheses pour construire des théories de coques plus complexes.

Hypothése 0: petites déformations

On suppose que les déformations sont petites (au sens des coques) et que les conditions d’existence
d’un tenseur de variation de courbure linéaire en & sont satisfaites, c’est & dire:

_ 3 _ SR
1081~ 5 Ll RYusE ~ s m << 1280 0l ~ 1

oll 1 est un infiniment petit adimensionnel d’ordre 1.

Hypothése 1: linéarisation en z> (coque mince)

On suppose que le champ de déplacement & (N) est peu différent de & (M) = € (M), c’est & dire
que si on développe & (331, x2 ;733) autour de z3 = 0,

E:

z 3 (Z3)2
E +zx [835]7;3:0 + [8336]1‘3:0 +-
S~ N\ — 2 .
~Rn ~hn h'2
~

on ne retient que la partie linéaire en 23 :

6 = E + x3 [83€]x3:0
le terme négligé n’est du second ordre que si

h

E"’?

Cette hypothese est dite hypothése de coque mince.

Hypothése 2: distorsion nulle sur la surface moyenne

On suppose que sur la surface moyenne, la distorsion dans tout plan contenant n est négligeable.
C’est & dire que tout point M + dx3n voisin de M sur la normale n reste sur la normale n’ & M’
apres déformation. Autrement dit, Pangle du vecteur dz®n avec tout vecteur dM de Il reste un
angle droit apres déformation.

Cela signifie que
e(t,n)], _,=0VtesS
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solt encore
[6053].7;3:0 = 0

Or, pour 23 =0, e, = a,. La relation précédente s’écrit done :

1

5 (a0 1088, 20 + 1+ [0al;,20) = 0

De plus [0.€],,— = 0 &. La seconde hypothese de Love-Kirchhoff conduit donc &

ag - [836]1,3:0 = —n: acxg

Hypothése 3: allongement transversal nul sur la surface moyenne

On suppose que sur la surface moyenne, ’allongement dans la direction n est négligeable :
[6 (n) n)]I3:0 = 0
soit encore :

[es3]y,=0 = 0

La troisieme hypothese de Love-Kirchhoff conduit donc a:
n - [836]1;3:0 =0

[33€]z3:0 est donc un vecteur tangent a la surface.

Le champ de déplacements de Love-Kirchhoff

Les hypothéses 2 et 3 déterminent complétement le terme [93€]

[835]“:0 = - (" ' aag) a’
Compte tenu de ’hypothese 1, le champ de déplacements de Love-Kirchhoff s’écrit donc:

f:g—ms(n~6a€)a°‘

;=0 :

solt encore sous forme tensorielle:

§=E—2" (BTTg(E) +grad§)

On voit que sous les hypothéses précédentes, le champ de déplacements € dans la coque peut
s’exprimer en fonction du champ de déplacement & de la surface moyenne. Remarquer que le
«complément de déplacemen» est un vecteur tangent proportionnel & z3.

Le tenseur de déformation de Love-Kirchhoff

En utilisant ce champ de déplacements restreint, et en tenant compte des hypothéses précédentes,
le lecteur pourra vérifier aprés un calcul assez long que les composantes sur la base naturelle
{e1, €2, e3} du tenseur des petites déformations dans la coque sont ©:

€ap = Eap — xska@
a3z = 0
0

€33 =

3 n
6. en négligeant les termes en (%) pourn > 1
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ol €, et knpg sont les composantes de £ et de K dans la base naturelle {a,} de la surface.

Soit encore tensoriellement :

e = (Ea@ — m3ka@) e ® e’

En tout point de la coque, le tenseur de déformation de Love-Kirchhoff est donc un tenseur de
déformation plane, dans un plan paralléle au plan tangent a la surface moyenne.

De méme, en effectuant le changement de base dans la base {a1,as,n} le lecteur pourra vérifier
que sous les mémes hypotheses:

e = (Eaﬁ — mSka@) a® ® a’

Finalement, on a:

e=Tg(e) =g - 2’K

Les hypotheses 2 et 3, de distorsion et d’allongement transversal nuls n’ont été faites qu’au ni-
veau de la surface moyenne. L’hypothese 1, de linéarisation en z?, implique que la distorsion et
I’allongement transversal sont alors nuls dans toute 1’épaisseur.

Il convient de bien garder a 'esprit le cotlit en hypotheses qui a permis d’aboutir & ce résultat
simple.
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Chapitre 4

Efforts intérieurs dans les coques

Pour définir les efforts intérieurs dans les coques, on va employer (comme en mécanique des milieux
continus et comme en théorie des poutres) la méthode de la coupure. On en déduira la nécessité

de trois tenseurs de surface pour la description des efforts intérieurs & une coque.

4.1 Coupure dans une coque

Soit 8§ 1a surface moyenne d’une coque. On partitionne § en deux parties 1 et Sz par une courbe
C tracée sur S. C est appelée coupure de §. On appelle | I'abscisse curviligne sur C.

Soit {u,t,n} le triedre de Darboux-Ribeaucourt en un point courant M de la coupure C orientée
de telle maniére que w soit une normale unitaire extérieure a Sy .

FiG. 4.1 — Coupure dans la surface moyenne

4.2 Contraintes généralisées dans une coque

Comme toute action mécanique, I’action globale de la partie Ss sur la partie 81 est représentable
par un torseur. Le milieu surfacique étant considéré comme un milieu continu, cette action est
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répartie le long de la coupure C en une densité linéique de torseur?.

Au point M, sur un élément de coupure dl de normale unitaire u extérieure a Sy, ’action de Sy
sur 8; est donc un torseur élémentaire d7 dont les éléments de réduction en M sont notés dF (]a
résultante élémentaire) et dW ( le moment élémentaire en M).

On appelle contraintes généralisées les limites de la résultante et du moment élémentaires en M
lorsque dl tend vers 0:

e La force linéique est :

pr_ g dF
l_dz%ﬁ

La force linédique dans une coque est une force par unité de longueur.
e Le moment linéique est :
M, = lim —
di—o dl

Le moment linéique est un moment par unité de longueur (il est donc homogene & une force!).

On donne des noms aux différentes composantes de ces vecteurs sur le triedre de Darboux-
Ribeaucourt en M :

F; - u est appelé Tension normale
F; - t est appelé Tension tangentielle
F'| - n est appelé Force linéique tranchante

Contrairement aux habitudes prises en mécanique des milieux continus tridimensionnelle ou en
théorie des poutres, les qualificatifs tangentiel et tranchant ont des significations différentes.

La partie tangente de F; est un vecteur de T appelé tension, on la note T :

(T = (Fi-u)u+ (F - 1)t]

On note @ la composante normale (un scalaire) de F:

M, - u est appelé Moment linéique de torsion
M, -t est appelé Moment linéique de flexion
M, -n n’a pas de nom. On verra plus loin que cette composante est nulle.

Le vecteur M est donc un vecteur tangent.

4.3 Les trois tenseurs des contraintes généralisées

Pour démontrer I’existence de ces trois tenseurs, on va momentanément considérer la coque comme
un milieu tridimensionnel, et on utilisera la tensorialité du tenseur des contraintes de Cauchy pour
démontrer la tensorialité de ces trois tenseurs.

1. En mécanique des milieux continus tridimensionnelle, la densité surfacique de torseur répartie sur la surface
coupure avait été réduite & une densité surfacique de force (sauf en magnétohydrodynamique). Ici, on conserve une
densité linéique de torseur complet (avec une résultante linéique et un moment linéique). On admet donc qu’en
théorie des coques, des particules surfaciques voisines puissent exercer entre elles des moments. C’est indispensable
pour modéliser la résistance des coques a la flexion. En théorie des poutres, les actions intérieures sont aussi
représentées par un torseur complet pour les mémes raisons.
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4.3. LES TROIS TENSEURS DES CONTRAINTES GENERALISEES

4.3.1 Surface coupure dans une coque

On appelle surface coupure la surface définie par:

\

F1G. 4.2 — Surface coupure dans une coque

La surface S partitionne donc la coque en deux coques dont les surfaces moyennes sont $1 et Ss.
On va donner quelques propriétés de la surface S utiles dans la suite.

Les points N de la surface coupure S sont naturellement repérés par les parametres [ (I’abscisse
curviligne de M sur C) et z3 (la distance M N) pris dans cet ordre. La base naturelle de S est
donc:

N _ M ym

oM 3 . 3pT=4 _.3p) =
al_al =2 +z al_t rB@t_(A xB)@t

On appelle v la normale unitaire & la surface coupure S. Ona:
ajANa; = (t—;L'SB@t)/\n
= u—2°(B3t)An
= u—2"E® (BOt)
= u+z2’EQ (B@ (E@u))
= u+2’EQBREQu
= (A-|—1‘3E®B®E) QDu

La quantité vds est par définition :

vds = aj A azdldz® = (A +2’E® B @E) Dudl dz?

N h
ol le terme complémentaire z°E ® B® E est de 'ordre de R

J. GARRIGUES ECOLE SUPERIEURE DE MECANIQUE DE MARSEILLE 43
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4.3.2 Relation entre les contraintes généralisées et les contraintes

Soit o le tenseur des contraintes de Cauchy dans la coque. Considérons une tranche de la surface
coupure S, de largeur dl et de hauteur h. Son élément de surface est ds.

La résultante de ’action de la partie 2 sur la partie 1 sur cette tranche est :

B
F, dl = / oQvds

B
= / (A+:BSE®B®E) Du dx? dl
_h
F, = /hO'@u d:L’?’—}—/h.r?’a@E@B@E@u dz?

h h .
En posant Iy = f_2,, odedet I| = fzh z3e dx®, on obtient :
3 -3

|Fi=1,5u+1,GEGBTEGu|

De méme, le moment résultant au point M de D'action de la partie 2 sur la partie 1 sur cette
tranche est :

h
M, dl MN A (e®v) ds

[NEd vz

= / 22n A [a@ (A-l—;r?’E@B®E) @u] dz> di

nA [(/ o daf:3) Ru

h
En posant I, = [?, (133)2 o dz?, on obtient :

2

[NEd

[NEd

M,

+nA l(/ (x3)20' dx?’) ERBREQu

M, =nA[L1Qu]+nA [Ig@f@B@E@u]

Cette derniere égalité montre que le vecteur moment linéique M est un vecteur tangent, car il
est orthogonal a n, ce qui justifie le fait qu’on n’ait pas donné de nom & la composante normale

de Ml~

Remarque: Il faut bien noter que les trois tenseurs Ig, Iy et Iy sont des intégrales de o. Ce sont
donc des tenseurs tridimensionnels, auxquels on applique des vecteurs tangents. Le résultat n’est
pas en général un vecteur tangent.

4.3.3 Tenseur tension ou Tenseur des efforts de membrane

La force linéique F; est en général un vecteur non tangent. Sa partie tangente est :

T = ( D
= (Io)®u+Tg( )@E@ ®E®u
= [Tg(Io)+Tg(I1) @E@B@E] QDu
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4.3. LES TROIS TENSEURS DES CONTRAINTES GENERALISEES

Cette égalité montre qu’il existe un endomorphisme linéaire de TI, qu’on note T, qui a tout
unitaire, normal a la coupure C et tangent a S, associe la partie tangente T'; de F :

Tl = T@U

[NEd

®EQ@BQE

T:/_ Tg (o) da® +

h
2

Le tenseur de surface du second ordre associé & cet endomorphisme est appelé tenseur tension ou
encore tenseur de membrane.

. h L e
Le premier terme est de 'ordre de oh, le second, de 'ordre de o-hE peut étre négligé devant le

premier si la coque est mince.

Les composantes (par exemple deux fois covariantes) de T' dans la base naturelle de § sont:

/ ar?’(J'mY dm3‘| g1 bs“Eep
h
-3

oll o;; sont les composantes de o dans la base naturelle {a1,as, n} de $2.

[NEd
[NEd

Toap = / Tap dz3 +

Elles montrent que le tenseur T n’est symétrique que si on néglige le second terme.

4.3.4 Tenseur tranchant

La composante normale de F'; est le scalaire

Q = n-F
= n - (Iy®@u)+n- (11 @E@B@E@u)
h

h
[/ n®o dz’
_h

Tl est & noter que n ® o est en général un vecteur non tangent, alors que u et E®@ BX®E Qu sont
des vecteurs tangents. On a donc

Qu+

B
Q= / Tg(n® o) dz?| Qu+ REQJIBIRIERQu

h
2

h
/ 3 Tg(n® o) da?
—h

Cette égalité montre qu’il existe une forme linéaire de TI, qu’on note Q, qui, & tout u unitaire,
normal & la coupure C et tangent & &, associe la composante normale Q; de F:

@=Q3u

avec

B
Q:/ Tg(mBa) do®+ SESBOE

h
2

B
/ 2’Tg (n® o) dz®
_h '

2. et non dans la base locale d’espace {€1,e2,n} car on ne peut sommer des composantes que si elles sont
relatives & une méme base.
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CHAPITRE 4. EFFORTS INTERIEURS DANS LES COQUES

Ce tenseur de surface d’ordre 1 (un vecteur) est appelé tenseur tranchant. La partie normale de
F; est donc Qn = (Q @ u) n.

. h . s 1
Le premier terme est de 'ordre de oh, le second, de 'ordre de O'hE peut étre négligé devant le

premier si la coque est mince.

Les composantes (par exemple covariantes) de @ dans la base naturelle de S sont :

h

2
/ z303ﬁ] Vb, 054

h

-7

ol o;; sont les composantes de o dans la base naturelle {a1, as, n} de S3.

h

Qa:/2 USadI3+

b
2

4.3.5 Tenseur des moments linéiques

Le moment linéique est le vecteur tangent
M, =nA[[1Qu]+nA[[,BERBJEDu]

I, ®u n’est pas un vecteur tangent. On pose

De méme,

Alnsi,

M,

nA[Tg(I) Bul+nA[Tg(I;) SER BREQ u]

Cette égalité montre qu’il existe un endomorphisme linéaire de TI, qu’on note M, qui, & tout
unitaire, normal & la coupure C et tangent a4 S, associe le moment linéique M :

M, = MQu

M = -EoTg(l,)-EaTg(l,) TEOBTE

h

M = —E@/E ’Tg (o) de® - E®

h
2

[ @) Te(e) v

Ce tenseur de surface du second ordre est appelé tenseur des moments linéiques.

. h .
Le premier terme est de Pordre de oh?, le second, de I'ordre de O’h2E peut étre négligé devant le

premier si la coque est mince.

3.et non dans la base locale d’espace {e1,e2,n} car on ne peut sommer des composantes que si elles sont
relatives & une méme base.
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Les composantes (par exemple deux fois covariantes) de M dans la base naturelle de S sont :

NEd

h
Mg = —EM/ . ;13307[3 dz® — Cany / (333)2 o d2®| g5 b°¥ €up
_h _

h
2

oll ¢;; sont les composantes de o dans la base naturelle {a;, as,n} de $*.

Elles montrent que le tenseur M n’est pas symétrique.

Remarque

Beaucoup d’ouvrages introduisent un autre tenseur moment linédique qu’on notera ici M défini
par®:

h
2

ﬂ:/ ISTg(a') dz> + /2 (.’ES)ZTg(U) dz’| ERBQE
. v - v

h
2

c’est a dire qu’on pose
M=-EoM
soit inversement
M=E3M
Le moment linéique de torsion s’exergant sur 1’élément dl de normale u est alors:
u M =udMPu=-uREoMBu=-tTMou
et le moment linéique de flexion autour de ¢ sur le méme élément dl est :

t- M, =tOMQ@u = —t@f@]ﬁ@u = u@ﬂ@u

Pour les coques minces, si on néglige le second terme, le tenseur M est symétrique.

4.4 Conclusion

I’analyse des efforts intérieurs dans une coque nous a conduit a introduire trois tenseurs pour
décrire les efforts intérieurs dans une coque.

— Le tenseur de surface du second ordre T qui donne la partie tangente de la force linéique sur
une coupure dl de normale unitaire w; T ® u est un vecteur tangent; u @ T @ u est la tension
normale; t® T ®@ u est la tension tangentielle.

— Le tenseur de surface du premier ordre @ qui donne la composante normale de la force linéique
sur une coupure dl de normale unitaire u; Q ® u est un scalaire; F; -n = Q Q@ u.

— Le tenseur de surface du second ordre M qui donne le moment lindique (tangent) sur une
coupure dl de normale unitaire u; © @ M @ u est le moment linéique de torsion; t@ M @ u est
le moment linéique de flexion.

Il reste maintenant a écrire les équations de la mécanique qui fourniront les équations différentielles
régissant ces trois tenseurs.

4. et non dans la base locale d’espace {e1,e2,n} car on ne peut sommer des composantes que si elles sont
relatives & une méme base.

5. Dans la lecture d’un ouvrage ou dans I'utilisation d'un logiciel de calcul de coques, il est important de savoir
de quel tenseur de moment linéique on parle, pour en interpréter correctement les résultats.
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Chapitre 5

Equations d’équilibre local des
coques

Pour établir les équations d’équilibre local des coques, on utilise la méthode du bilan, ¢’est a dire
qu’on les déduira de ’équilibre global d’une portion quelconque de la coque . Ce sont les équations
différentielles auxquelles doivent satisfaire les trois tenseurs de contraintes généralisées pour que
le principe fondamental de la mécanique soit respecté.

Soit S la surface moyenne d’une coque. Soit C* une courbe fermée de § entourant la portion S*.

Fig. 5.1 — E’quilibre d’une portion quelconque

Soit M un point courant de C*. On définit en chaque point P de C* le triedre de Darboux-
Ribeaucourt attaché a C* de telle maniére que u soit une normale unitaire tangente a § et sortante

de S*.

La coque subit des actions extérieures réparties sur sa surface moyenne. On note p la densité
surfacique de force extérieure qui s’exerce en chacun de ses points?.

Les actions extérieures a la portion &* sont donc:

1. C’est cette méthode qui a aussi été utilisée en mécanique des milieux continus tridimensionnels et en théorie
des poutres.

2. On pourrait aussi compléter les actions extérieures avec une densité surfacique de moment u, mais de telles
sollicitations extérieures sont trés rares dans la pratique. Il n’est pas d’usage de les considérer dans les traités sur
les coques. Le lecteur soucieux de généralité pourra sans difficulté compléter les équations d’équilibre local.
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CHAPITRE 5. EQUATIONS D’EQUILIBRE LOCAL DES COQUES

e la partie de la densité surfacique de force p qui s’exerce sur §*,

e les actions du reste de la coque sur la portion §*, qui s’exercent sur la frontiere C* de §*. Ces
actions sont des forces linéiques et des moments linéiques. En chaque point M de C*, les actions
extérieures a §* sont :

— une densité linéique de force tangente T @ u

— une densité linéique de force normale (Q ® u)n

— une densité lindique de moment tangente M ® u

Le principe fondamental de la mécanique appliqué a la portion §* s’écrit donc avec les deux
équations vectorielles :

Equilibre des résultantes :
/ pds—{—/ T@udl—{—/ (QBu)ndl=0

Equilibre des moments en un point O quelconque :

OM Apds+ OMA (TQRu) dl+ OMA(Q®u)ndl + MPudl =0
S* ct cr ct

On transforme les intégrales sur C* en intégrales sur $* a ’aide du théoréme de la divergence. Ces

intégrales de surface étant nulles pour toute portion §*, on en déduira les équations d’équilibre
local.

5.1 Equilibre des résultantes

/pds—l—/ T@udl-l—/ (QRu)ndl=0

o L’intégrale [,, T ® u dl est une intégrale curviligne de vecteurs tangents. En utilisant le théoréme
de la divergence pour les tenseurs de surface du second ordre, on obtient :

/*Tgudl:/*ET—k(T@B)nds

e L’intégrale [,. (Q@u)n dl est une intégrale curviligne de vecteurs portés par n (donc non
tangents). On ne peut donc pas appliquer I'analyse sur les surfaces pour la transformer en intégrale
sur 8*. Pour la calculer, on considére une base orthonormée fixe {E}. Le calcul de cette intégrale
vectorielle peut se ramener au calcul de trois intégrales scalaires :

Iy

E, ~/* (QBu)n dl
/* (B -n) (QTu) dI

. (B -n) Q] Dudl

En posant

W = (E;-n)Q
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5.2. EQUILIBRE DES MOMENTS

W est un vecteur tangent. On peut utiliser le théoréme de la divergence pour les vecteurs tangents,
on obtient :

Cm

divWw ds
S*

Or
dW = 0+ WTS,
O [(Ex -m) Q%]+ (B -m) Q'TT,
0o (B -m) Q% + (Ex - m) 0,Q" + (B - m) Q'TT,
= (Ek-0,m) Q%+ (Er-n)0,Q% + (Ex - 1) Qvl—‘sa
Ei - (=bs"ag) Q"+ (Ej -n) (0.Q" + Q'TS,)
= Ej. (nEQ— B@Q)

On a donc
[k:Ek-/ ndivQ — B® Q ds
et donc
J:/*nEQ—B®st
I’équilibre des résultantes s’écrit donc:
/s pds-l—/ divT + (T@B)nds-l—/ nﬁQ—B@st:O

Cette équation étant vraie quelque soit la portion §*, on en déduit I’équation vectorielle :

p+dnT + (T§B)n+nmq_3®qzo

[.’égalité des parties tangentes est :

Tg(p) +divI — B Q =0

I.’égalité des parties normales est :

P+TRB+divQ =0

soit trois équations scalaires sur la base naturelle :
P+ 0T + TPTS, + T2 — b%5Q° =
P’ +ba, T +95Q° + Q'TY

(partie tangente, 2 équations)

0
0

(partie normale, 1 équation)

5.2 Equilibre des moments

OM Apds+ OMA (T®wu) dl + OMA (Q®u)ndl + M®@udl =0
St cr cr cr
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e L’intégrale fc* OM A (T ®wu) dl est une intégrale curviligne de vecteurs non tangents. Pour la
calculer on utilise encore une base orthonormée fixe { Ex}. On calcule les trois intégrales scalaires:

C*

/* (E,OM, (TTu)) dl

E;, OM,T*uza,) dl
1

E;, OM, T*a,) ug dl
. B

On pose
W = (Ex,OM,T*"a,) ag

W est un vecteur tangent, et 'intégrale I s’écrit :

C*

divWw ds
S*

dvw = 9w’ + WY,
= 05 (Ex,OM T"a,) + (Ex, OM, T*Va,) 7,
= (Ey, a5, 7"%a,) + (Ex,OM,05 (1*%as)) + (Ex, OM, T*"a,) I”

= Br |ag A (T°%a,) + OM A 05 (T*%a,) + OM A (T*a,) T/, "
Ei - (75T n+ OM A (95 (T"a0) + 15, (T"a,) )|
= Bi[(#aT) n+ OMA (05 (T°7) a0 + T (1], + bgan) + 12, (1°7a,) )]
By [~ (EST)n+0OMA (@T + (BET) n)]
Finalement,
I :Ek-/* —(E§T)n+0MA (m:mr (B@T) n) ds
et donc

| OMA(TTu) dl:/*—<E§T)n+OM/\ (@7 + (BET)n) ds

e On transforme maintenant 'intégrale fc* OM A (Q®u)n dl en intégrale de surface. Pour
la calculer, on utilise encore une base fixe orthonormée {E;} et on calcule les trois intégrales
scalaires :

Jy = Eyg- OMA(QRu)ndl
C*

/* (Ex,OM,(Q@u)n) dl

E,., OM,Q°ugn) di
B

E;,OM,Q°n) ug dl
1
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5.2. EQUILIBRE DES MOMENTS

On pose
W = (Ex,OM,Q"n) ag

W est un vecteur tangent, et 'intégrale Jg s’écrit :

Jp = W Qu dl
C*

= / divWw ds

ol
avw = WP+ wird,
= 05 (Ex,OM,Q°n) + (Ex,OM,Q"n) rﬁﬂ
= (Bk,a3,Q"n) + (E,,OM, 05 (Q"n)) + (Ex, OM,n) Q'T?,
- E;- [aﬁ AnQ® + OM A3 (Q°n) + OM A nQerﬁ}
= B [QAn+OMA (9070 - Q by ay +nQ'T],) |
= E, [EGQ+O0OMA (ndivQ - BB Q)]

Finalement,

Ji=Ex- | EBQ+OMA (ndivQ—-B®Q) ds
St
et donc

/ OMA(QBu)ndl= | E®Q+OMA (ndivQ-BTQ) ds
. 50

e L’intégrale fc* M ® u dl se transforme directement en intégrale de surface en utilisant le théo-
réme de la divergence pour les tenseurs de surface :

MBu dl:/ aIivM + (B@M)nds

*

C*
e [.’équilibre des moments extérieurs a la partie $* s’écrit donc :

0

/* OM Npds
+ / ~(EST)n+0MA (GvT+ (BET)n) ds
+ i E®Q+OM A (ndivQ - BB Q) ds
+ /*EM+ (BE M) n ds
Cette équation étant vraie quelque soit la portion §*, on en déduit 1’équation vectorielle :
0 = - (E@T) n+EDQ+divM + (B@M) n

+ OMA [p+mT+B§Tn+an—B®Q}
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Le dernier terme est nul & cause de I’équation d’équilibre local des résultantes. Il reste :
0=— (EgT) n-I—E@Q-I—mM-l- (B§M>n

La partie tangente de cette équation vectorielle est :

[TGvM +ETQ =0

Soit en termes de composantes sur la base naturelle :
B B = —
O M®P + MYPTC S+ MOT +25,Q7 =0
La partie normale de cette équation vectorielle est :
~-EST+BBOM=0

On va montrer que cette équation est une identité. Pour alléger les notations , on pose :

h

n n
I_O:/ Tg (o) dz® ; I_1:/ 2*Tg (o) d2® | 1_2:/
- _a -

b
2

NEd

(333)2 Tg (o) dz®

h
2

Ces trois tenseurs sont des tenseurs de surface symétriques. De plus, on rappelle les propriétés
suivantes :

AQB = 'Tr (A@Bt) V (A, B) tenseurs du second ordre
A®B = 0VYAsymétrique et Bantisymétrique
—t _ _E
-E®T = -E® (I,+LOEOB®E)
= -E@L,-E® (LETBTE)

BEZM = -B% (E®I)-B® (ESL,EE®BRE)
= -7 (B9 (EST) ) -1 (BE (FoLOEOBTE))
= Tt (BT, OE)+ Tr(BEETBREDLL,QE)
= Tt(B®L ®E)+ Tt ((BOE®B)® (EGL,OF))
= T(BELOE)+ T ((BOEDB) © (EoLOE))
= Tt(BE®LOE)+ (BZE®B)® (E®L.0E)
= Tr(BZLLOE)+0
~E®T+BoM = T (BYE®L)+Tr (BRI, DE)
= T'(B% (ERI + 1,0 E))
= - (B® ([8E+EoT))

Ainsi, la partie normale de 1’équilibre des moments est une identité. Elle ne fournit donc pas une
équation utile.
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5.3 Conclusion

Le principe fondamental appliqué aux coques nous fournit 5 équations différentielles qui régissent

les trois tenseurs de surface T', Q et M :

Tg(p) +dvI - BB Q =
P’ +T®B+divQ
divM +EQQ =

o

La derniére équation permet une élimination de @ :
ERdivM+EQEDQ =
E®divM — Q

Q:_QEM:EJ\’Z

On peut donc se ramener aux trois équations différentielles :

Tg (p) + divl — B EQ divM

PP+ TEB+dv (E@divM)

soit encore si on utilise M :

P+TEB+divdivM

Tg(p) + dvT — BEdivM =

Il est & noter que contrairement a 1’étude des déformations des coques, la définition des tenseurs
de contraintes généralisées et 1’établissement des équations d’équilibre n’ont fait 'objet d’aucune
approximation. Les équations d’équilibre sont donc tout a fait générales.
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Chapitre 6

Loi de comportement élastique
des coques de Love-Kirchhoff

Laloi de comportement d’un milieu surfacique doit étre une relation entre les tenseurs de contraintes
généralisées et les tenseurs qui caractérisent les changements dans la surface, c’est & dire la défor-
mation dans la surface et les variations de courbure.

Dans ce chapitre, on ne s’intéresse qu’au coques de Love-Kirchhoff, c’est & dire que les hypotheéses
suivantes sont satisfaites: _

—petites déformations (4 < 1 et ”%LL < 1)

—coque mince (% < 1),

—dérivées secondes petites devant la courbure ( R||0,€|| < 1 et 0,R ~ 1

On a vu que dans ces conditions, il existe deux tenseurs de surface qui caractérisent les changements
locaux dans la surface : un tenseur des petites déformations € et un tenseur de variation de courbure
K linéaire en &.

Pour établir la loi de comportement élastique des coques de Love-Kirchhoff, on va poser que la
coque considérée comme tridimensionnelle est un milieu continu élastique et en tirer les consé-
quences.

6.1 Loi élastique (premiére version)

Dans une coque élastique considérée comme un solide tridimensionnel, la loi de comportement est :

_ 1+v

e =

i (r—%TraG

et en particulier, la partie tangente de € est:

_l-l-y
T F

Tg (¢) Tg (o) — %Tra' A

La plupart des auteurs font une hypothése supplémentaire, parfois appelée quatrieme hypothese

de Love-Kirchhoff?!:

0?3 << Tro

1. On verra dans la section qui suit que cette hypothése n’est pas vraiment nécessaire
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LOVE-KIRCHHOFF

On a alors
Tro ~ TrTg (o)
et la partie tangente de e devient:

14+ v

Tg(e) ~ Tg (o) — %TrTg (0) A

En retournant la partie tangente de la loi, on obtient:

Tg () = —— [(1 - v) Tg (€) + vIrTg (¢) A]

1—v

Or, sous les hypothéses de Love-Kirchhoff, Tg (e) = € — °K.
On obtient donc Pexpression de Tg (o) en fonction de € et K:

E

1—v

Tg (0’) =

[(1-v)E+vTiE A] — 2°

3 5[(1—v) K+ vTrK A]

1—v

On peut alors calculer les expressions de T et M en fonction de € et K:

h

Tg(Io) = /_zTg(a) de:%[(l—y)E—}—yTrEA]
: 83

Tg(I;) = /_EZSTg(a') dxsz—ﬁ[(l—u)KJWTrKA]
S 5

Tg(I2) = -/_E(;E?’)‘Tg(cr) dm?’:%[(l—y)g—f—yTﬁA]

La loi de comportement élastique des coques de Love-Kirchhoff est donc:

T = 1}_?’:2[(1—V)E+V’I‘rEA]
Eim[(l—y)Kﬁ-yTrKA]@E@B@E
12 (1 —v?) '
M = Ei}ﬁf@[(l—y)K—#yTrKA]
12(1 —v2) '
+ Y S -v)E+vTE A|SESBOE
12 (1 —v?) -

On a vu que si la coque est suffisamment mince, les seconds termes peuvent étre négligés. On
obtient alors:

Eh
M Eh? E® [(1 -v)K +vTrK A]
= —F —V vir
12(1— v2)

6.2 Loi élastique (seconde version)

La quatrieme hypotheése de Love-Kirchhoff n’est pas véritablement nécessaire: on a vu que les
trois premiéres impliquent que le tenseur des petites déformations € est un tenseur tangent. Le
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tenseur des contraintes o n’est donc pas tangent. En utilisant la loi de comportement élastique
tridimensionnelle classique non modifiée:

v(l—v)

o “Tre G
1-2v

v F
- Y _Tre G| = 1
Il T A ] 1= 02 [( v)e+

Il est facile de voir que, dans la base naturelle de la surface, les composantes de o sont de la forme:
0ap £0; 030 =0; 033 #0
La partie tangente de o est:

E

Tg (o) = m [(1 —v)Tg(e) + (=Y, A]

v
1-—2v

En reprenant les calculs comme précédemment, on obtient une loi de comportement légerement
différente:

B Eh v(l—v), _
T = T [(1 V)E — T o TreA:|
Eh3 v(l—v) — =
- 20 =9 [(I—V)K-l- 19y TrKA] QERB®E
ER? _ _ v(l-v)
M = ED |(1-v)K K A
12(1— 02 ®[( VE+ 75T
+ P msla-ve+r Yz 4| 5ETBOE
12 (1 — v?) (I—v)et+ 5, T

ou encore pour les coques minces:

Eh _ v(l-v),  _
T = =7 I:(l—y)e—kﬁTreA]
Mo " welionr+ =YK a
= 12(1 -0 v T—2

Cette forme n’est jamais donnée dans la littérature.

6.3 Contradictions inhérentes aux hypotheses de L-K

Avec ou sans la quatrieme hypothése de Love-Kirchhoff, les termes 0,3 sont nuls. Le produit
n ® o est donc toujours un vecteur normal (ou un vecteur nul si on fait la quatrieme hypothése).
Dans tous les cas, Tg (n ® o) est un vecteur nul. Le tenseur tranchant Q, qui est une intégrale de
Tg (n® o) serait donc toujours nul.

Cette conséquence est uniquement due auzr hypothéses de Love-Kirchhoff. La simplification ciné-
matique du champ de déplacements & entraine une simplification du tenseur des contraintes o.
Les contraintes dans la coque pour la direction n sont mal représentées et aboutissent a cette
contradiction.

Si on veut obtenir une meilleure représentation des contraintes transverses, il faut remettre en
question tout ou partie des hypothéses de Love-Kirchhoff.
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Chapitre 7

Le probleme des coques élastiques

7.1 Enoncé du probleme

Le probleme des coques élastiques peut se résumer ainsi:

Trouver T, M, &, K et £ satisfaisant aux équations suivantes:
— Equations d’équilibre (3 équations différentielles):
Tg(p) +dvI — BR E@divM = 0
P+TEOB+div(EgdivM) =

- Equations de comportement ':

Eh _ _
T = m[(l—y)e—{—uTrs Al
ER®

— Expressions de & et K en fonction de €2:

e = L[gradre (9 + grad're (6 - %°B]

K = 2Sym (B ® grad Tg (E)) + Tg (E) ® gradB + grad grad ES - ESB ® B

— Il faut ajouter & ces équations les conditions aux limites spécifiques au probléme traité.

La formulation généralement utilisée est la formulation en déplacement. Elle consiste a remplacer
dans les équations d’équilibre T' et M en fonction de € et K, puis a remplacer € et K en fonction de
&. On obtient ainsi trois équations différentielles en € dont la solution est le champ de déplacement
de surface. La solution doit étre complétement déterminée par les conditions aux limites.

A partir de €, on peut alors calculer € et K, puis T et M, puis enfin Q. On peut aussi calculer
I’approximations de Love-Kirchhoff de £ a partir € et en déduire ’approximation de o par la loi
de comportement tridimensionnelle.

1.On la donne ici dans le cas des coques minces de Love-Kirchhoff et dans la version couramment trouvée dans
la littérature, mais on peut la changer ou la compléter si nécessaire.

2. On les donne ici dans le cas des coques minces en petites déformations au sens des coques (Voir les conditions
établies au chapitre 3).
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7.2 Les conditions aux limites

En élasticité, les conditions aux limites sont habituellement de quatre sortes : les conditions aux
limites portant sur les déplacements imposés, les conditions aux limites portant sur les efforts
appliqués, des relations linéaires entre déplacements et efforts (liaisons élastiques) ou des relations
linéaires imposées entre les déplacements (ou entre certaines composantes des déplacements).

7.2.1 Conditions aux limites de déplacement

Elles sont généralement de deux sortes:
— Les déplacements imposés:

On impose la valeur de & ou la valeur de certaines composantes de € sur certains points ou
le long d’une courbe.

Les valeurs imposées nulles correspondent en général & des liaisons rigides avec le milieu
extérieur a la coque (appuis, encastrements ...).

Les valeurs imposées non nulles correspondent a des probléemes ou on désire connaitre les les
effets provoqués par le déplacement imposé3.

— Dérivées de déplacement imposés:

Certaines liaisons avec le milieu extérieur imposent non seulement des valeurs aux dépla-
cements, mais aussi des valeurs aux dérivées des déplacements dans certaines directions
(typiquement: les encastrements).

Par exemple, si une coque est encastrée le long d’une courbe C, de triedre de Darboux-
Ribeaucourt {u,t, n}, les "rotations” autour de ¢ sont interdites pas la liaison. Les dérivés

de ES dans la direction u sont donc nulles, ce qui s’écrit: grad 53@11. =0%

7.2.2 Conditions aux limites d’effort

Si on utilise la formulation en déplacement, les conditions aux limites d’effort doivent étre trans-
formées en conditions aux limites portant sur €. On calcule donc € et K, puis T et M, puis enfin
Q en fonction de la solution générale &, puis on exprime les efforts appliqués sur la coque. Par
exemple, si des efforts sont appliqués sur le bord C de triedre de Darboux-Ribeaucourt {u,t,n},
on obtient les conditions sur € suivantes:

T (E) ®@u = f (2 équations)
M (§) @u = m (2 équations)
Q (&) @u = g (1 équation)

oll f, m, ¢ sont respectivement la tension linéique tangente, le moment linéique tangent ® et ’effort
linéique tranchant appliqués par le milieu extérieur sur la courbe C. Ces conditions portent donc

sur les dérivées d’ordre 1 ou 2 des composantes de &.

3. Par exemple, quels sont les effets de I'affaissement d’un appui? Quels sont les effets d’un déplacement imposé
le long d’une courbe? etc.

4. Pour un encastrement, il est inutile de poser une condition sur la dérivée de ZS dans la direction ¢t. En effet,
la valeur de € est déja imposée le long de la courbe C, ce qui impose la valeur de sa dérivée le long de cette courbe.

5. On rappelle que la définition des efforts intérieurs dans une coque ne permet pas d’appliquer des moments
linéiques normaux.
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Tl est & noter que si un bord est non chargé, il donne lieu & des conditions aux limites (dite de
"bord libre”) : Tl faut écrire que sur ce bord on a:

T () @u = 0 (2 équations)
M (E) ®@u = 0 (2 équations)
Q (E) ®@u = 0(1 équation)

7.2.3 Relations linéaires entre efforts et déplacements

Ce type de condition aux limites intervient lorsque la liaison avec le milieu extérieur fait intervenir
des laisons élastiques. On modélise une liaison élastique par une relation de proportionnalité entre
déplacement et effort, ou entre rotation et moment.

Par exemple, si la coque est liée au milieu extérieur par I'intermédiaire d’un ressort de raideur k
dans la direction unitaire v, 'effort appliqué dans la direction v est proportionnel au déplacement
dans la direction v, ce qui s’écrit:

Fiov= [T (E) Du + (Q (E) @u) n] Qv=kEQuv

Les liaisons élastiques peuvent aussi étre des relations entre rotation et moment (ressort spiral de
raideur k autour d’une direction unitaire v). La condition s’écrit alors:

M v=v3M (E) Ru = kgrad.f?)@v

7.2.4 Relations linéaires entre déplacements

Il arrive que pour modéliser certains problémes,; on ait besoin d’imposer des relations entre certains
déplacements ou certaines composantes de déplacement.

Par exemple, si la coque est liée en certains points (ou le long d’une courbe) & un solide indé-
formable, mais libre de se déplacer globalement, alors les points de la coque attachés au solide
sont nécessairement liés par une relation qui traduit 'indéformabilité du solide. Le champ de
déplacements de ces points est donc un champ de déplacement de solides.

Si on note A I'ensemble de ces points, la condition s’écrit:

EN)=E(M)+QAMN Y(M,N)eN x N

ol £ est un vecteur constant, inconnu et & déterminer, qui est le vecteur rotation du solide.

Un autre exemple serait une liaison partielle: un bord ou un point de la coque peut étre astreint
rester sur une ligne ou une surface. Dans ce cas, les composantes des déplacements en cet endroit
ne sont pas indpendantes et sont liées par des relations pour respecter la liaison.

7.3 Conclusion

Tout comme en élasticité, les conditions aux limites sont déterminantes sur la solution. Leur
écriture ne peut se faire que par une analyse physique de ’environnement de la coque a calculer.

En coques, les conditions aux limites posent des problemes géométriques plus complexes qu’en
élasticité tridimensionnelle du fait de la possibilité d’imposer des rotations ou des densités linéiques
de moments le long des bords. 1l convient de bien réfléchir a la maniere dont on doit modéliser les
liaisons avec ’extérieur pour écrire les conditions nécessaires et suffisantes pour la détermination
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de la solution. Cette modélisation est sous la pleine responsabilité de I'ingénieur, et aucune théorie
ou logiciel ne peut I’aider dans cette phase.

La résolution & la main des équations différentielles et des conditions aux limites est rarement
possible, sauf dans des géométries simples ou dans des probléemes ” académiques” ou les simplifica-
tions sont souvent outranciéres. Dans la pratique, on utilisera souvent une méthode par éléments
finis. Tl est & la charge de I'utilisateur de bien modéliser son probléme (la géométrie est modélisée
par un maillage surfacique ), avec ses conditions aux limites.

En ce qui concerne 'interprétation des résultats, Il convient de savoir quelle théorie de coque a été
utilisée dans le calcul (épaisse ou mince, Love-Kirchhoff ou non), et quel type de tenseur moment
lindique est affiché dans les résultats ( M ou M) Certains logiciels fournissent aussi les résultats
sous forme de contraintes et de déformations tridimensionnels (o et &). 1l convient de consulter
la notice pour savoir comment ces tenseurs sont reconstruits & partir des valeurs de surface, et
évaluer le degré de confiance qu’on peut leur accorder.

6. Dans beaucoup de logiciels, les éléments ”coques” sont souvent des éléments de plaque, c’est a dire que le

comportement de 1’élément est celui d’une plaque et non d’une coque. Autrement dit, la courbure interne de
,;

I’élément est ignorée. La coque est modlisée par un ensemble de facettes planes, la courbure est ”concentrée” aux

interfaces entre les él’ements.
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Chapitre 8

Théorie des plaques élastiques de

Love-Kirchhoff

Ici, on considere la théorie des plaques comme un sous produit de la théorie des coques .

8.1 Définition d’une plaque

Une plaque est une coque de courbure initiale nulle. Elle est généralement présentée avec des
hypotheéses restrictives:

— Le chargement est particulier: Le chargement surfacique p est uniquement un chargement
normal:

p=p (M)n
ol M est un point du plan moyen de la plaque.

Cette hypothese n’est pas véritablement restricitive, car si la plaque est chargée aussi par une
densité surfacique dans son plan, ce dernier probléme peut étre résolu pas les techniques de

I’élasticité plane, et on peut reconstruire la solution compléte d’un chargement p quelconque

par superposition 2.

— Les déformations sont petites (au sens des coques)
— On se place dans le cadre des hypotheéses de Love-Kirchhoff
— La loi de comportement est la loi élastique des coques minces

— Le déplacement & (M) des points du plan moyen est supposé normal au plan de la plaque.

Cette hypotheése est une hypothése simplificatrice qui a des conséquences importantes.

8.2 Equation de la théorie des plaques

On résoud les problémes de plaques en utilisant la formulation en déplacements.

1. On trouvera dans la littérature un grand nombre de traités qui la présentent comme une théorie a part.

......
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8.2.1 Tenseur des petites déformations de surface
Le tenseur des petites déformations de surface est nul. En effet:
1 —s - —
£ = 2 [gradTg (E) + gradtTg (E) — 253B} =0

car Tg (E) = 0 par hypothése et B = 0 (le tenseur courbure d’un plan est nul).

Ainsi, en théorie des plaques, les allongements dans la surface moyenne sont nuls (au second ordre
pres).

8.2.2 Tenseur des variations de courbure

Le tenseur des variations de courbure est

K = 2Sym (B ®grad Tg (E)) + Tg (E) ® gradB + grad grad ES - ESB ® B
= grad grad ES

pour les mémes raisons que précédemment.

8.2.3 Tenseur tension

La loi de comportement élastique des coques minces:

Eh

T=——
1—v?

[(1—v)E+vTE A] =0
conduit & T = 0, puisque € = 0

Ainsi, en théorie des coques les tensions linéiques sont nulles (au second ordre pres).

8.2.4 Tenseur des moments linéiques

La loi de comportement élastique des coques minces conduit & :

M = L}ﬁi@[(l—y)K%—yTrKA]
12(1—07) .
= %E® {(1 _V)grmgl‘m?-l-uTrgradngES A}
- GBS (1) g grad € + T grad € 4]
= %E@ [(1-v)grad grad € + vAE 4]
Soit encore:
M = —% [(1 —v)grad grad £ + vAE A}
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8.2.5 Equation d’équilibre des plaques

Les équations d’équibre des coques

Tg(p)+ divl — BRAivM = 0
P+T2B+divdivM =

deviennent:
0 =0
P rdvdvd = 0
Il reste donc une équation scalaire:
0 = pP+divdivM
3 Eh3 s I R B I I 73
—p* = =) {(1 —v)div div grad grad ¢ + v div div (AI': A)}
EhS ‘ _ _ —
= —m {(1 —v)div A grad «53 +v divgradA{fS}
Eh3 | e =3
e T [(1-v) AT grad € + v AAE'|
RS -3 -3
= i [(1-2) AAE 4+ v AAE
Eh3 3
= ———— __AA
I

finalement, 1’équilibre des plaques se réduit a 1’équation scalaire:

12p3 (1 — v?)

-3
A= e

Cette équation différentielle du quatrieme ordre a pour solution le déplacement normal d’une
plaque sous da pression normale p3. 1l n’existe pas de solution analytique générale de cette équa-
tion en double laplacien (sauf pour des plaques au contour simple). On trouve toutefois dans la
littérature des formulaires donnant des résultats pour les plaques rectangulaires sous des charge-

ments variés .

8.3 Déformations et contraintes

& étant calculé, on peut alors calculer K puis M.

Le tenseur des petites déformations dans la plaque est
e=Tg(e)= 2" K

Le tenseur des contraintes s’en déduit immédiatement.

Dans une plaque, les contraintes et les déformations sont proportionnels & z3.

3. Ces résultats proviennent soit de solutions analytiques sous forme de double décomposition en série de Fourier,
soit de calculs numériques en différences finies ou en éléments finis.
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Chapitre 9

Théorie des voiles

9.1 Définition d’un voile

On appelle voile une coque dans laquelle on peut négliger les valeurs des moments linéiques .
Cette hypotheése se justifie principalement dans deux cas:

— pour les coques trés minces pour lequelles les efforts nécessaires pour la fléchir localement
sont négligeables devant les efforts pour I’allonger

— pour les coques dont le matériau ne résiste pas a la flexion ?

On pose donc:

Les autres hypothéses des voiles sont:
— Les déformations sont petites (au sens des coques)
— On se place dans le cadre des hypotheéses de Love-Kirchhoff

— La loi de comportement est la loi élastique des coques minces

9.2 Equations d’équilibre des voiles

Les équations d’équilibre des coques

Tg(p) + AivT — B divM = 0
PP+ TS B+divdivM =

deviennent

D’autre part, les équations d’équilibre des moments montrent que le tenseur tranchant @ est nul.

1. Cette hypothése est a rapprocher de celle qui a été faite en théorie des poutres au sujet des fils et des cables.
2. par exemple du béton non armé, ou en premiére approximation une construction en pierres jointes.
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Les équations d’équilibre des voiles se raménent donc a trois équations différentielles scalaires a

trois inconnues (car T est symétrique). La solution de ce systéme n’existe pas toujours. S’il n’y a

pas de solution, c’est que ’hypothese de voile ne peut étre appliquée & ce cas?.

Si la solution existe, on peut donc exceptionnellement résoudre le probléme sans tout exprimer en
fonction des déplacements .

9.3 Calcul des déplacements

T étant calculé, on peut alors en déduire € avec la loi de comportement sous la forme:

1 -
e_ﬁ[(l—u)T—uTrTA]

Et enfin calculer les déplacements par intégration des trois équations différentielles:

g =

[gradTg (€) + grad Tg (€) - 28" B

N | —

9.4 Déformations et contraintes

Puisque le tenseur M est négligé, il s’en suit que le tenseur de variation de courbure K est aussi
négligé. Le tenseur des petites déformations e est donc:

E:Tg(é‘):g

Le tenseur des petites déformations est donc constant dans 1’épaisseur de la coque. Il en est de
méme pour le tenseur des contraintes.

3. En particulier, la troisiéme équation montre que si le voile est plan, il ne peut pas supporter de chargement
surfacique normal. Dans un tel cas, il est impossible de supposer que M = 0, il faut utiliser la théorie des plaques.

4. Toutefois, il n’est pas interdit de tout exprimer en fonction des déplacements pour les calculer directement.
On obtient en général un systéme d’équations plus compliqué.
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Chapitre 10

Théorie des membranes

10.1 Définition

Une membrane est un voile dont la surface moyenne est un plan. On cumule donc les hypothéses des
plaques (chargement uniquement normal) et les hypothéses des voiles (pas de moments linéiques).
Cet ensemble d’hypothéses convient bien pour modéliser une plaque mince de caoutchouc par
exemple .

10.2 Equations d’équilibre des membranes

Les équations d’équilibre :
Tg(p) +divl —BB®divM = 0
PP+ T@B+divdivM =
se réduisent donc a:

divlT = 0
PP+T®B = 0

Strictement parlant, les équations d’équilibre ne sont exactes que sur la configuration déformée.
Or, jusqu’a maintenant, on les a appliquées sur la configuration initiale, en supposant que les
déplacements étaient petits (On rappelle que c’est I’habitude en élasticité linéaire : on confond les
variables de Lagrange et les variables d’Euler. Si on ne fait pas cette approximation, le systéme
différentiel n’est plus lindaire et on perd le bénéfice du théoréme de superposition).

En théorie des membranes, si on continue a faire cette approximation, on a B = 0 et les équations
d’équilibre se réduisent a:

divlT = 0
3
po=0
La derniére équation montre qu’une membrane ne peut résister & aucun chargement normall!

On doit donc écrire les équations d’équilibre sur la configuration déformée. La courbure initiale
étant nulle, la courbure dans la configuration déformée est le tenseur de variation de courbure K.

1. ou encore un film plan de savon
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Les équations d’équilibre sur la configuration déformée s’écrivent donc:

divT = 0
ps—{—T@K = 0

et les équations d’équilibre sur la configuration initiale (non chargée et & courbure nulle) s’écrivent :

divT, = 0
0 = 0

Elles montrent qu’il peut exister une tension initiale Ty dans une membrane plane non chargée
telle que divTg = 0

10.3 Hypotheses complémentaires

On suppose que la tension initiale T dans la membrane est une tension isotrope uniforme?:
To=Tr A
ou Ty est une constante. L’équilibre initial est évidemment respecté:
div(Ty A) = Th divA =0

On suppose de plus que (comme pour les plaques) le déplacement des points du plan moyen est
normal:

—~ =3

§=¢ n
On a vu en théorie des plaques que cette hypothése entraine:
e=0
et
— -3
K =grad grad ¢
Les allongements dans la membrane étant nuls (en premiére approximation), la tension dans la

membrane ne change pas sous I’effet du chargement, et les équations d’équilibre sur la configuration
déformée s’écrivent donc :

div (Tg A) = 0
3 =
soit encore
0 =0
P+TyTtK = 0
2. C’est I’hypothése habituellement posée dans les traités. En fait il suffit de choisir une tension initiale qui
satisfait ’équilibre initial, c’est a dire divTy = 0. On obtiendrait une équation des membranes légérement plus
compliquée.
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10.4 Equation des membranes

En remplacant K par son expression en fonction de €, il vient:
p° + Ty Trgrad grad ES =0

soit encore :

3

AT = -7

Cette équation différentielle du second ordre a pour solution le déplacement normal d’une mem-
brane initialement tendue sous une tension isotrope Tp et soumise 4 une pression normale p3. Les
contraintes dans la membrane chargée sont en premiére approximation les mémes que la tension
initiale.
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