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\MA Pourquoi des tenseurs ?

@ Représentation mathématique intrinséque des grandeurs
physiques :
o déformations,
o efforts intérieurs,
o autres grandeurs physiques.

@ Les opérations tensorielles sont intrinséques.

o Les équations de la MMC sont intrinséques.

Intrinséque :

Les expressions tensorielles sont valables pour toute base
et pour tout systéme de coordonnées.




\MA Au programme ...

o Algébre :
o Tenseurs d'ordre p : composantes, variances, opérations
tensorielles, tenseurs fondamentaux ;
o Tenseurs du second ordre : symétrie, sphéricité, spectre,
orthogonalité, uniaxialité.
o Analyse :
e Fonctions tensorielles : T(x), f(T), f(T,---), U(T,---),
dérivabilité, différentiabilité, fonctions isotropes;
o Champs de tenseurs : gradient, divergence, rotationnel,
laplacien.



Premiére partie

Algebre tensorielle J




\MA Convention d’Einstein

Convention
d’'Einstein

Convention d’Einstein

On supprime les Y (car ils sont toujours de 1 a n)

Indice de sommation : I'un en haut, I'autre en bas.
lls sont dits muets car on peut changer leur nom.

Indices réels

Identiques dans chaque monéme d’une somme ou d'une égalité.




\MA Régles de la convention d’Einstein

dj = a’kj b,’ Ck

Convention
d’'Einstein

Régle 1 : indices muets

Dans un monéme, un indice muet figure exactement deux fois :
une fois en haut et une fois en bas.

Régle 2 : indices réels

| A\

Dans une égalité ou une somme, chaque monéme doit avoir
les mémes indices réels uniques et a la méme hauteur.

Corollaires
@ Dans un mondme, aucun indice ne peut figurer plus de 2 fois.
@ Chaque sommation a un couple d’'indices de nom différent.
@ Certaines sommations ne peuvent pas s'écrire avec la
convention d'Einstein. (exemple : Y i=n(n+1)/2)



\MA Symbole de Kronecker

Convention

d'Einstein Symbole de Kronecker

Quelques exemples :
i sk _ k.
o T 6/ =T
(*] 5]‘e,-:ej

° Sii:n



\M,Q Algebre vectorielle

Notations :

- @ V : espace vectoriel euclidien, de dimension n;
vectorielle
o {e.} : une n-base quelconque de V;

@ v : un vecteur de V.

v=1e; (:Zv’ei)

Définition

Les v sont les composantes contravariantes du vecteur v.




Changement de base

Nouvelle n-base {e,} : e =A'je

A'j 1 i® composante contravariante du vecteur e; sur la base {eq}

Matrice de passage de {e.} a {e,}

Algébre

vesizils Matrice [A®,] de terme général Aij (matrice réguliére)
|

Inversement : e, = B'; €]

Matrice de passage de {e,} a {e.}

Matrice [B®,] de terme général B

Relation entre les matrices de passage :

[B..] = [A..]il (exercice, solution dans le pdf)



UM Changement de base (suite et fin)

[B] = [A%]"!

. ol — Alg. . —Rl.e

Rappels : e;=A'je; ej=DBe;

Changement de base des composantes de v :
a o iR, — | RJ /
Algébre v=ve =VvDBe=(VB)e

vectorielle

‘ =vBi=By (e = [Bp)

Contravariance des composantes {v*}

e]’- :Aijei et VW :Bfivi

Changement de base inverse

ej=Bie, et V=A" (eao




Algébre Composantes covariantes d’un vecteur

vectorielle

Composantes de v sur la base duale :  v=vje/ (=1/¢)

Propriétés :

Vi =V-€ et Vk =V ek (exercices, solutions dans le pdf)

Covariance des composantes {v,}

e;( = Alkel et V;( = Alk Vi (exercice, solution dans le pdf)

Finalement :
v=re=vie =(v-e)e=(v-e)e



Tenseur d’ordre p

Application p-linéaire de V? dans R.

—

Tenseurs

Rappel : linéarité

Tuyv+vw,---)=Twvw, - )+Tu,v w,---)
et Tu,Av,w,---)=AT(u,v,w,---)
pour chaque vecteur argument de T.

Exemples :
T(x,y,z) =3x-(2zAYy) est un tenseur d’ordre 3.
T(x,y,z) =3x-(2z+Yy) n'est pas un tenseur d ordre 3.



\MA Composantes d'un tenseur

Exemple pour un tenseur d’ordre 3 :
T(x,y,z) = T(xfei,y’e]:,zkek) = T(e,-,ej:,ek)x’.y’ X (trilincarite)
=T(x'e;,yje,ze") =T(e;, e ,e)x'y;z

Composantes covariantes du tenseur

Tenseurs

thk = T(et,eJ,ek) (si n=3, un tenseur d'ordre 3 a 27 composantes)
Les tenseurs d’ordre p ont n? composantes.

Composantes d’autres variances :
T/* =T(e; el ,e")
Tijk = T(ei,ej,ek)
etc.
Application du tenseur T a 3 vecteurs :
T(x,y,z) =Tpx'y* =THxyz =Thxy =



\MA Espace vectoriel des tenseurs d’'ordre p

Addition de tenseurs de méme ordre

(P+Q)(x7y’) =P(x,y,~--)+Q(x,y,---), V(x,y,---)

Elément neutre : le tenseur nul  O(x,y,---) =0, V(x,y,---)

Tenseurs

Multiplication d’un tenseur par un réel
(lP)(x,y,---):lP(x,y,---), V(X,)’a'“)

Elément neutre : le réel 1.

Théoréme
Muni de ces deux opérations, |'ensemble des tenseurs d’ordre p

est un espace vectoriel.

Notation : V&P
On va construire des bases de I'espace vectoriel V7.



\MA Produit tensoriel de vecteurs

Produit tensoriel de 2 vecteurs (« produit dyadique »)

(v®w)(x,y)=(v-x)(w-y), V(x,y)
v®w est un tenseur du second ordre.  (® est non commutatif)

. Composantes :
(vaw); = vow)(ee) = (v-e) (w-e) = viw;
AutreS Variances . (exercices)
(vew)! =viw (vew);=vw (vew)! =viw

Produit tensoriel de p vecteurs

MRVRW®:-)(x,y,2, ) = (u-x)(v-y)(w-z)
(MRVRW®---) est un tenseur d'ordre p.

Composantes : (pour un produit tensoriel de trois vecteurs)
(URVRW)jr = ujviwi (u®v®w)ijk:u,-vjwk etc.



\MA Une base pour les tenseurs d’ordre p

Démonstration pour p =3
(el e @ek)(x,y,z) = (e -x)(&/-y) (e"-z) = x'y/
Soit T un tenseur d’ordre 3 :
T(x,y,2) = Tyyx'y' 2"
= Lijk (ei®ej®ek)(xay>z)> V(x,y,z)

Tenseurs
Finalement,
T =Ty (e ®e ®e)

Les nombres Tjj sont les composantes (ici covariantes) du
tenseur T (d’ordre 3) sur les n® tenseurs de base {e® ®e®®e*}.

Autres variances = autres bases tensorielles :
T=Ty(exee) =T xexe) = etc.

(efficacité de la convention d'Einstein)

On généralise sans difficulté a I'ordre p.  dim(V¥P) = n?



m Changement de base des composantes de

tenseurs

Démonstration pour un tenseur d’ordre 3 :
T=T/exe e
= T/ (A ") @ (BYe)) © (B'xe)
= (A", BB, T/%) (e @), @ ¢€))

Tenseurs

T',9 = A, B4, B T/*

Construction des formules de changement de base

@ les indices covariants sont sommés avec des A®,,
@ les indices contravariants sont sommés avec des B®,,

@ en respectant les régles de la convention d’Einstein.

On généralise aisément a 'ordre p : il faut p termes A®, ou B®,
selon les variances des composantes.



\MA Tenseurs d’ordre 1

Rappel : Si T est un tenseur d'ordre 1, (forme lingaire)
T(x) - T(xl e,) - T(e,)xl - Tixl (T a n composantes)
Soit un vecteur v. On définit 'application ¥ : V — R par :
V(x)=v-x=(ve) (¥e)=vix' (e e)=v;x/§ =vx'
¥ est un tenseur d'ordre 1 = ¥(x)=¥x' =v-x=v;x', Vx

Tenseurs

A tout vecteur v on associe le tenseur ¥ d’ordre 1 tel que :
‘/’(x) =V-X (sur une base : % =v; et 71 =)
Cette association est biunivoque.

Théoréme

Les tenseurs d'ordre 1 sont isomorphes aux vecteurs.

Désormais, on les confond et on écrit :
vX)=Y(x)=7ix'=vix =Vx=v-x

v : tenseur d'ordre 1 T T v : vecteur



\MA Produit tensoriel de tenseurs

Rappel : Produit tensoriel de vecteurs (tenseurs d'ordre 1)
(vew)xy)=v-x)(w-y)
=v(x)w(y)

laébre Produit tensoriel de tenseurs
T Soient P d'ordre 3 et Q d'ordre 2;  (par exemple)
Opérations (P®Q)(x,y,z,u,v) =P(x,y,2)Qu,v), ¥ (x,y,z,u,v)

fell
tensoricties (dans cet exemple (P® Q) est un tenseur d'ordre 5)
Tenseurs

Si P est d'ordre p et Q est d'ordre ¢, P® Q est d'ordre p+g4. ]

Composantes :  (exemple pour p=3 et g=2)
(P®Q)ijkim = (P® Q) (ei,ej,ex,eq,en)
=P(e;,ej,er) Qe en)
= Pijk Qfm
(P (4 Q)ijkzm = Pijk sz etc.



Opérations
tensorielles

Traces d’'un tenseur

Soit T un tenseur d'ordrep >2: T=T;"(e® - @ey,)
On pose : Kl] - t]kk (n® nombres calculés avec les > composantes de T)

Théoréme

Les K;/" sont les composantes d'un tenseur d'ordre 3.

(démonstration dans le pdf)

Définition : trace (r,s) d’un tenseur d’ordre p > 2

tr") T : tenseur de composantes T...; 4.~
La trace d'un tenseur d'ordre p est un tenseur d’ordre p — 2.

La trace d'un tenseur d’ordre 2 est d'ordre 0! (inutile de préciser r et 5)

C’est la trace de la matrice des composantes mixtes.
S| T est d'ordre 2: trT T m— Tk (exercice)

Définition

Les tenseurs d'ordre 0 sont appelés scalaires ou invariants.




\MA Produit contracté simple

Soient P d'ordre p > 1 et Q d'ordre ¢ > 1.

Produit contracté simple de deux tenseurs

P-Q=trPPt) (P2 Q)
P-Q est un tenseur d'ordre p+qg—2.

Opérations
tensorielles

T L'opérateur « . » est non commutatif: P-Q+#Q-P,
e et distributif pour I'addition (a gauche et a droite).

Propriétés

Composantes :

Sip=3etg=2: (P-Q)j"=Pj;Q™ (s 23
Cas particulier :

Sip=1et g=1 (vecteurs), alors P-Q est d’ordre 0.
C’est le produit scalaire de deux vecteurs :

_ il s
VW=V,iW =V W (commutativité seulement pour deux vecteurs)



\MA Produit contracté double

Soient P d'ordre p > 2 et Q d’ordre g > 2.

Produit contracté double de deux tenseurs
P:Q=trlr-1n) (tr(p,p+2) (P®Q))
P : Q est un tenseur d'ordre p+q—4.

Opérations
tensorielles

Tenseurs L'opérateur « : » est non commutatif: P:Q#Q:P,
aux et distributif pour I'addition (a gauche et a droite).

Propriétés

Composantes :
sip=3etq=2: (P:Q)i=PumQ" =P/, 0," =
sip=2etq=2: P:Q=P;, Q" =P"Qun="-+ (dordre0)

On généralise a des contractions triples ou plus (symbole : @"). J




Tenseur métrique

Tenseur métrique

Tenseur du second ordre G, défini par :
G(xay) =X-Yy, V(x,y)

Composantes :

gj=Gleiej) =ei-e; g/ =Gleje/)=ei-e/ =]
0 — ol ol — pi . o i (ol 2 — oo — Si
g'=G(e'e)=e-e gj=Glee)=¢ ¢e=7
Propriétés des composantes :
Tenseurs
[ — . R
S @ Les composantes mixtes sont les mémes dans toute base :

Fenseur g =g/i=0
o Les composantes non mixtes sont symétriques :

ij ji .
glj = g]l g‘] = g] (car « - » est commutatif pour les vecteurs)

Ecritures du produit scalaire de deux vecteurs :
xy=Gxy)=Gy,x)=x-Gy=y-G-x=G: (xRy) =G : (y®x)
= gj¥'y = gl xiyy =y = xny"




Tenseurs

fondamen-

taux

Application : « ascenseur d’indices »

Propriété du tenseur métrique :
G . T == T . G == T, VT (exercice, utiliser les composantes mixtes de G)

Propriété des composantes non mixtes de G :
v=G-v=glivie, & Vv =gy
:g,-jv’e’ = vi:gijv’
On en déduit que : [g°°] = [gee] !

Régles de I'ascenseur d’indices

Pour « monter un indice » : sommation avec g*°;
pour « descendre un indice » : sommation avec gee ;
en respectant les conventions d'Einstein.

Exemp|eS B Tle == glm Tlmk e = glkek (exercices)

On sait changer la variance des composantes de tenseurs. )




Tenseur d’orientation dans V3

Tenseur d’orientation (LeviGivita)

Tenseur H d’ordre 3 défini par  H(x,y,2) = [x,¥,2]  (produit mixce)

Composantes :

hijx = H(e;,ej,er) = [ei,e;, e hi23 =/ det[ges] = /2

(démonstration dans le pdf)
h* =H(e',e/ e) = e,/ ]  h'?3 = /det[g**] = \/Lg
S Composantes d’un produit vectoriel :
fondamen- z=xA\y=(Xe)AN(Ye)=xyeNe,
: w=z-er=xy(e; Nej)-ex=x'y hy
scond ¢ On en déduit :  z=x'y hjpe" = hyx'yec =H: (xxy)

On sait désormais écrire les composantes d’un produit vectoriel
avec des sommations sur les composantes.

\dentités :  (H-H);™ =88~ &'8" H:H=2G




\MA Tenseurs du second ordre

Rappels :
T TU e; ®ej = lee ®e‘/ Tl @i ®e] T,J-e’ ®ej (égalités tensorielles)
T(x,y)=TVx;y;=Tyx'y/ = T’ xiy) =TIx'y;  (egalites scalaires)

=x-T y= T: (x ®y) (le scalaire exprimé avec des opérations tensorielles)

Produit scalaire dans V%2

« : » est un produit scalaire dans V&2 (gémonstration dans le pdf)

Norme euclidienne dans V2
IT|?=T:T (=T;T=T/T)

Tenseurs du
second ordre

Transposé d’un tenseur du second ordre
T'(xy)=T(y.x), V(xy)

Composantes du transposé : (exercices)
(T)y=T; (THi=7" (T");=17;/ (T")/=T



Symétrie/ Antisymétrie dans V®?

Tenseur d’ordre 2 symétrique

T est symétrique si T=T"

Propriétés des composantes :  (exercices)
Tl] = T}'l’ TU = T]l (symétrie des composantes non mixtes)
Tij = T}'i T,j = Tj, (non symétrie des composantes mixtes, [1°,] = [T.°])

V®2

sym €St un sous-espace vectoriel de dimension n(n+1)/2

(un exemple de base : les n(n+1)/2 tenseurs symétriques {e; e +e;®e;})

Tenseur d’ordre 2 antisymétrique

Tenseurs du

second ordre T est antisymétrique si T=-T"

Propriétés des composantes : (exercices)

ij = —]}i Tl‘/ = _le (antisymétrie des composantes non mixtes, diag. nulle)
le = —T}-l 7}] = _T]i (non antisymétrie des composants mixtes, [T°%,] = —[T,.°])
V&2 est un sous-espace vectoriel de dimension n(n—1)/2

asy h
(un exemple de base :  les n(n—1)/2 tenseurs antisymétriques {e; e; —e; @ e;})



\MA Parties symétrique et antisymétrique

Propriétés :

@ Les sous-espaces Vi, et V2 sont orthogonaux :

VS symétrique, VA antisymétrique, S:A =0 (exercice)

o Leur intersection est le tenseur nul.

Parties symétrique et antisymétrique

T d o
seecr:)s:dur:rd:le SI T E V®2, T — SymT + asymT

Cette décomposition est unique :
symT=3(T+T")  asymT=3(T-T")



\MA Vecteur adjoint a un tenseur antisymétrique

On se limite a n = 3. Soit A d’ordre 2 antisymétrique.

Vecteur adjoint

a= %H A composantes covariantes :  a; = 3 hj A
PrOpI’iété B (exercice)
A=H-a composantes contravariantes :  AY = ik g,

Isomorphisme A <> a

A tout tenseur antisymétrique A on associe un vecteur a unique
Tenseurs du et inversement.

second ordre

Relation entre les composantes de A et a :

0 as —aj
[A..] = —= | —a3 O ag (exercice)

\/E an —da] 0



\MA Endomorphismes linéaire de V

Endomorphisme de V : application linéaire V—V
Z:V =V linéaire, w=.2(v) W] =[Z%] [v*]
Soit T € V¥2.  T-v est un vecteur (tenseur d’ordre 1).

A tout tenseur du second ordre T, on associe I'endomorphisme
linéaire £ tel que: Z(v)=T-v, Vv

Composantes :
T v= Tijvjel- :g(V) :,,iﬂijvje,-

La matrice [.Z*,] de I'endomorphisme £ associé a T est

Tenseurs du

PN identique aux composantes mixtes [T°,] du tenseur T.

Isomorphisme & <+ T

Les endomorphismes linéaires et les tenseurs du second ordre
sont isomorphes. On écrira: T(v)=%(v)=T:v




\MA Sphéricité et trace nulle

Tenseur sphérique

S est sphérique si S=0G (a scalaire)

Vﬁfﬁl est un sous-espace vectoriel de dimension 1.

Tenseur de trace nulle (« déviateur »)

D est un « déviateur » si trD =0

V?fv est un sous-espace vectoriel de dimension n? — 1.

Les sous-espaces Vgﬁ et V2 sont orthogonaux :  §:D =0 J

Tenseurs du
second ordre

Parties sphérique et « déviatorique »
Si T eV®? T = sphT + devT

Cette décomposition est unique. (exercice)
T =G devT = (T—'TG)



\MA Opérations algébriques dans V®?

@ Contraction Simp|e H T -Ucec V®2 (« - » est une opération interne)
@ Produit scalaire : T:U € V®°

@ « Produit mixte » :
A: (BC) =B: (A CT) =C: (BT A) = € V®0 (exercices)

@ Puissance entiére : TV = T-T- (T0 =G)
H . T _ v
@ Exponentielle : (la =Y, 0 q, G+Zq_1 q.
Attention : eT 'eT # eT+T (sauf si 3 une base propre commune)

! @ Déterminant :
Tenseurs du detT = det[.L*,] = det[T*,] = det[T,*] # det[T*°] # det[Tss]

second ordre

(non scalaires)

o Inverse : sidetT#0, T-T"'=G
[(T~1)ea] = [T%]7! (T~ 1] =
[(T1)**] = [Tee] ! (T Vo] = [T**]7! (exercices)

@ Puissance entiére négative : sidetT #0, T 9= (T ')



UMA Propriétés spectrales dans v§?

Ce sont les proriétés spectrales de I'endomorphisme linéaire
assoCi€ 3 T.  (voir tout cours d'algébre linaire)
Valeurs propres : elles sont les solutions de

0 =det ([£*] = A[1]) = det([T*.] — A[I]) = det(T — 1 G)
En développant le déterminant :

0=-A3+TA2—TuA+Tim  (polynome caractéristique)
ou : Ti=trT Tu = % ((trT)2 — tI'(TZ)) T = detT
Invariants fondamentaux : {71, T, T}

(dans le pdf, il y a d'autres définitions des invariants fondamentaux, équivalentes et trés utiles)

Tenseurs du

SR Dans V52, il y a toujours une valeur propre réelle. J

Les deux autres sont soit réelles, soit complexes conjuguées.

Théoréme de Cayley-Hamilton

-7 +TIT2 —TuT+ TG =0




m Propriétés spectrales des tenseurs

symétriques

Si de plus S est symétrique :
@ les 3 valeurs propres sont réelles;
o les espaces propres associés sont orthogonaux entre eux ;
@ on peut construire des bases propres orthonormées {e, } ;
o dans {e.}, la matrice des composantes est diagonale;
S=Y) Ae®e
S9 et e ont les mémes directions propres que S ;

o leurs valeurs propres sont respectivement (1,)7 et e ;

Tenseurs du

seaemd] G @ si S et §' ont une base propre commune :
'/ '/
$-8=8-8 et -5 =e5tS

@ les invariants fondamentaux s'écrivent aussi :
S1= ll +12+l3 St 211124-12/'\‘3 —|—A‘3ll S = )L] Az)t3

(les formules inverses sont données dans I'annexe A du pdf)



m Propriétés spectrales des tenseurs

symétriques définis positifs

Rappel : S=Y3 Le e ({e.} : base orthonormée)

Tenseur symétrique défini positif

S est symétrique défini positif si  S(v,v) >0, Vv=#£0

Théoréme

Les valeurs propres d'un tenseur symétrique défini positif sont
strictement positives.

Tenseurs du
second ordre

Opérations algébriques supplémentaires :
o Puissance réelle :  $*=Y> A‘e;®e; xcR
@ Racine p® : \’VE:SI% = Z?zllill’ ei®e; peN
@ Logarithme : InS:Z;?’zlln?Li'E,-@'eVi



Tenseurs orthogonaux

Tenseur orthogonal

00 =G & 0'=0'

Q est orthogonal si

Notation : Q€ Q
Conséquence : detQ = +1
o sidetQ =1, Q est une rotation; notation : Q@ € Q;

o si detQ = —1, Q est un retournement.
PI’OpriétéS . (exercices, solutions dans le pdf)
T d . ’ L .
seecr::s::r:rd:le *] Q est un groupe non COmmUtatlf pour [ Operatlon L,

e TetQ-T-Q ont les mémes valeurs propres;
o uy vect. pr.deT < Q-uy vect.pr.de Q-T-Q"
0 V(0,0)eQ : Q'€Q, Q-0€cQ, Q1€Q;

@ Q. est un sous-groupe de Q.



Tenseurs du
second ordre

Rappel : Q=0" et detQ=+1.

PI’OpriétéS N (démonstrations dans le pdf)

Spectre: A1 =1 ; A=¢e? : L=e

Invariants:  Qr=1+4+2cos® QOn=01 QOu=1

Forme tensorielle :
Q=cos0G+(1—cosO)wew —sinO H-w

symQ asymQ

Angle de la rotation : cosf = Q- (6 € [0;7])
H:Q

sin @

(W est un vecteur propre associé a la valeur propre réelle 1| = 1)

Petite rotation : (6 < 1) 60~G—-6H w

Axe de la rotation : w=—

(vecteur unitaire)



\MA Décompositions polaires

Théoréme

Tout tenseur du second ordre inversible T peut s'écrire de
maniére unique : T=V-Q ou T=Q-U
ol Q est orthogonal, U et V sont symétriques définis positifs.

La décomposition est :
V=VT.-TT U=VT'"-T o=v'.T=T.U"!
Remarque : sidetT >0, @ est une rotation.
Terminologie :  V-Q : décomposition polaire & gauche,
Q-U : décomposition polaire 3 droite.
Tenseurs du .
second ordre Relatlons entre U et V B (démonstrations dans le pdf)
oV=0.U-Q" < U=Q0"-V-Q
@ V et U ont les mémes valeurs propres (positives),

@ siu est vect. pr. de U, alors v =0 -u est vect. pr. de V
@ Enresumé : V=%(U) & U=%yr(V)



\MA Tenseurs uniaxiaux

Tenseur uniaxial
U est dit uniaxial s'il existe un vecteur u tel que U=u®u

Propriéteés :
@ U est symétrique,
@ U a une seule valeur propre non nulle :  ||u|?,

@ |'espace propre associé a ||u|* est la droite engendrée par u.

Tenseur uniaxial unitaire

oo d Ju unitaire tel que : U=u®u

4

second ordre

Caractérisation : U=1 e Uy=0 et Up=0

Un tenseur uniaxial unitaire est le représentant unique d'une
direction non orientée de I'espace. (bijection)

Exemple : SZZ?:] Ai ﬁi®ﬁi22?=1 Ai ZNJ,'



Tenseurs du
second ordre

Tenseur d'ordre p : Application p-linéaire V7 — R

Espace vectoriel des tenseurs d’ordre p  (bases, composantes, variances)
Produit tensoriel : P®Q, d'ordre p+g¢q

Traces : ') P, d'ordre p —2

Produit contracté simple : P-Q, d'ordre p+q—2

Produit contracté double : P: Q, d'ordre p+q—4

Tenseur d'ordre 0 : scalaire (ou invariant)

Tenseur d'ordre 1 : vecteur

Tenseur métrique : G d'ordre 2

Tenseur d'orientation : H d'ordre 3 (seulement pour n=3)

Tenseur d'ordre 2 : application linéaire V— V

@ partie symétrique et antisymétrique,

partie sphérique et déviatorique,

valeurs propres et directions propres,

tenseur orthogonal : rotation si detQ =1,
décomposition polaire,

tenseur uniaxial unitaire : direction non orientée.



Seconde partie

Fonctions tensorielles J




\MA Tenseurs fonction du temps

Dérivée temporelle

7() = tim L) =T (=4)

/=t v —t

Dérivation de produits : (exercices)
(TeU)=ToU+TxU (T-Uy=T-U+T-U
(T-Uy=T:U+T:U
Propriétés : (exercices)
o Conservation de la transposition, de la symétrie, de
I'antisymétrie, de la sphéricité, de la trace nulle.

@ Non conservation de la norme, de 'uniaxialité, de
I'orthogonalité.
T . T . T
00 =G = 00 +0-0 =0

= Q-0 est antisymétrique.



m Variations temporelles du spectre

des tenseurs symétriques d’ordre 2

Soit S(¢) un tenseur symétrique (n = 3) S(t) = Sy(t) e e
Soit S(¢) sa dérivée temporelle S(t)=S$;(t) e e
Valeurs propres : {A4(7)}; une base propre orthonormeée :{e.(t)}

Question : Comment évoluent les valeurs propres et les directions
propres de S7?

Réponse H (démonstrations dans le pdf)
@ Décomposition de S : §=8+8§, ou :
S . dérivée a directions propres constantes  (seuls les {i.} varient)

S : dérivée a valeurs propres constantes  (seuls les {z,} varient)

@ Vitesse de rotation des bases propres : @, solution de :
H:asym(S-$)=(—(H-S): (S-H)+($:5)G-$*) @

ordre 1 ordre 2

@ Dérivée temporelle desuvaleurs propres :
Q=-Heo ; $=Q-5-5-Q ; §=§5-8§
Les valeurs propres de S sont les {Aq(1)}.



\MA Scalaires fonction d’un tenseur

TeV® — f(T)eR

Différentiabilité de f :

f est différentiable s'il existe un tenseur Vf tel que :
f(T+dT)—f(T) =Vf&PdT + ||dT|| 0 (dT), VdT

Vocabulaire :
Vf : opérateur linéaire tangent ; Vf est d’ordre p.
df = Vf@l’ dT : différentie”e de f (df et dT ne sont pas « petits »)
Composantes de Vf :ex.siT dordre2: T=Te;®e
f(T) :f(Tl 1y ) :f(T. ) (f fonction des n> composantes)
i qF_ O
df = (Vf),/ AT = df = a{, dr;
(Vf) - a;l ) g Vf_ BT’ )ei®ej
(autre notation :  Vf= df df = % ®PdT)




\MA Dérivée directionnelle

Rappel : différentiabilité de f(T)
F(T+dT)—f(T) =Vf&PdT + |dT|| 6(dT), VdT

fT+dT)—f(T) _ f®P_+ﬁ(dT) vdT

|dT|| ||dT||
Le tenseur ”g;” est unitaire H 14T | =
Quand dT — 0, — T unitaire.

HdTII

Dérivée de f dans la direction tensorielle unitaire T :
’ : f(T+dT)—f(T)

= hm
||dTH~>0

o —To [T |

IdT\I

[ =Vf@Ty o ToeVP et |To|=1



\MA Variables tensorielles contraintes

Contraintes sur les composantes d’un tenseur :
qur = hpqr(T...) (les n® variables de f(T°.,) sont liées)

Théoréme (démonstration dans le pdf)

Si les contraintes sur les composantes d'un tenseur sont de la forme
TP, = P4 (T%e), on peut calculer les composantes de Vf en
ignorant les contraintes et les rétablir aprés dérivation.

i [

aTijk j| (qurzhpqr(T."))

Exemples :

@ Contrainte de symétrie : f(T) avec T symétrique,
a’ {1}
)= %

TV ](T21=T12;T32=T23;T13=T31)

@ Théoréme applicable pour les contraintes de symétrie,
d’antisymétrie, de sphéricité, de trace nulle.

@ Théoréme non applicable pour les contraintes d'orthogonalité,
d’uniaxialité ou de norme.



\M,Q Scalaire fonction de plusieurs tenseurs

f(T,T,,---,T,,) ou T; est d'ordre p; >0

Opérateur linéaire tangent partiel : 9, f  (seul 7; varie)
m
df = Z(Z)Tif)@v" dT; 9, f est d'ordre p;
i=1
Quelques applications utiles : (exercices)

@ Variables vectorielles
a,(v-w)=w V@v)=2v Vy|= m

@ Variables tensorielles d'ordre 2
0,(T:U)=U V(T:T)=2T V|T|=
VIi=G VIy=Ti1G- TT VIim=TuG—-T TT —i—TzT
=TT~ (i 7 inversible)
@ Dérivées temporelles
l=ppv T = Hg_H T T1=G:T=uT
TH:(TIG—TT) T TIHZ(THG—TITT—I—TZT) T
=TT " : T (s 7 inversible)



\MA Fonctions scalaires isotropes

Rappel : rotation par Q € Q. d’un tenseur

Ro(x)=x  ZHgv)=Q-v  Z(T)=Q-T-Q"

SOIt f(T] s T2, e ) eR (les ordres des tenseurs sont a priori différents)

Fonction scalaire isotrope

La fonction f est isotrope si
Fonctions
isotropes f(Tl)Tzf") :f('%Q(Tl)?‘%Q(TZ)))' VQ€Q+

Théoréme (Boehler,Spencer,Wang ...)

Si f est isotrope, alors il existe une fonction f telle que

[T, To,) =f(I, 2y Im)
ou les {I,} sont des invariants calculés avec les tenseurs {T,}.

(la —longue— démonstration est en annexe B du pdf)

Les scalaires {/,} sont :
@ soit des invariants propres a chaque tenseur T,,
@ soit des invariants « croisés », reflétant les orientations relatives
entre les tenseurs {T,}.



MA Quelques résultats sur les fonctions

isotropes

Notations :
v et w sont des vecteurs,
S est un tenseur symétrique.

Fonctions a un seul argument :

Fonctions f(v) isotrope = f(v) =f(lv]])
g f(S) isotrope = f( )—f(SI,SH,SIH)
= F (1x(8), tr(8?), r(8%))
=F" (.22, 3)
Fonctions a deux arguments :
f(v,w) isotrope = f(v,w) =f([[v[],[w],v-w)
f(S,V) isotrope = f(S,V) :f(Hv”,SI,SH,SIH,V-S-V,V~S2~v)

Des résultats plus complets sont donnés dans |'annexe B du pdf.J




\MA Tenseur fonction de tenseurs

e P(Q): PeV®, QeV™
o Différentielle :  dP=VP ®7dQ
VP est un tenseur d'ordre p+ ¢
o Composantes de VP : (exemple pour p=2 et g=3)

IP;j(Qee*)

VP Lkt _ y

(VP)i " 0™ .
o Dérivée temporelle : P=VPR1Q

OP(Q]7"'7va"'7Qr): PEV@p: Qmev®qm
o Différentielle : dP = Z (9, P) @I dQy
m=1

3QmP est un tenseur d'ordre p + g,
) Composantes de anP . (exemple pour p=1 et g, =2)
= Q" (@)
Om J a(Qm)/k , .
o Dérivée temporelle : P = Z (9, P) @™ Q)
m=1




Troisiéme partie

Champs tensoriels J




\MA Systéme de coordonnées

Me2PcCé& — T(M)eVP,

Champ tensoriel : p=0

Systéme de coordonnées

Systéme de

LRSS On définit une bijection : M€ & {x 3} eR3
. par une fonction R3 <+ V3 :  OM =g(x', x>, x*) € V3

Exemples :
@ coordonnées cartésiennes (x!,x%,x%) :  OM =x'i+x*j+xk
@ coordonnées cylindriques (r,0,z) : OM =ru(0)+zk
@ coordonnées géographiques (r,0,¢) : OM =ru(0,¢)
@ -

Dérivées de f(x*) par rapport aux coordonnées : % ST

. .. .. . p)
Dans la suite on utilisera la derniére notation : a—){, =fi



\MA Base naturelle, base physique

Soit un systéme de coordonnées :  OM =g(x',x*,x%) € V;

Base naturelle d'un systéme de coordonnées
Systéme de 3
coordonnées 1)

,, ei=57 =35 =8.

La base naturelle {e.} n'est, en général, ni orthogonale ni normée.

Base physique

La base physique {€.} est normée mais pas orthogonale en général.
Changement de base de {e.} a {e.} :

1
e 0 O
~ / 1
e; :A]i €; avec [A..] = 0 TeaT 0
0 o0 L

ezl

On n'utilise la base physique que pour présenter des résultats. )




\MA Variations de la base naturelle

La base naturelle en M varie avec les coordonnées de M.
. e ;= F ij €k
e
Systime de I'j; est la k composante contravariante de e; ; sur la base naturelle {e.}.
coordonnées
Terminologie :

Les 27 coefficients I'y, sont appelés coefficients de Christoffel.
Propriétés des I, :  (démonstrations dans le pdf)
@ symétrie sur les indices inférieurs :
Fg. = FJI.‘I. (ei,j=8,ij =8 ji =€), ilenreste 18 distincts)
@ expression en fonction du tenseur métrique :
Fk 1 km (gjmJ- + 8im,j — 8ij,m) (comp. de G sur la base naturelle)

Variations de la base duale : ¢ ;= —1"5 e/
Les I';, ne sont pas les composantes d'un tenseur ! J

Remarque : en coordonnées cartésiennes les Iy, sont tous nuls.



\MA Gradient d'un champ tensoriel

Soit un champ tensoriel : Mc& —T(M)e V5P
Systéme de coordonnées : OMcV; - T(OM) € V?”

Gradient

Le champ T(M) est différentiable si 3 gradT tel que :
T(OM +dM) —T(OM) = gradT -dM + ||dM|| 6(dM), VdM

gradT est un tenseur d'ordre p+ 1
Différentielle du champ T(M) :
dT - gl‘adT . dM, VdM (pas nécessairement « petit »)

Dérivée de T(M) dans une direction unitaire u :

. T(OM+dM)-T(OM
T, =limgy o ar oMb M) = grad T -ug

Quelles sont les composantes de gradT dans la base naturelle
du systéme de coordonnées?




m Composantes du gradient d’'un champ

tensoriel

EXempIe . T(M) = Tl](.x.) el®e‘] (composantes mixtes dans la base naturelle)
dT = dT'je;®e/ +T'jde;wel +Tje;vde/, VaM
gradT-dM = T’ d e;0el +Tjej df @el + T e; el di*
= T’:Lkdxkei@efi—l—T"jF;Zemdxk ®ejfTijgi®F],(memfixk
- le,kdx"e,-@ef—l—T’"jF;nk e;idxk ®ef—T’mei®FJ’.7<edek
= (Thix+T"I, —T I dk e el
AT)edek = (T b T I — 7, Tk, vk
(gradT)’ede® = (T + 1"y = T L) A7,

Gradient

Resultat :  (gradT) =T + T, —T"ml“;?;(

Régle pour les p termes complémentaires

On somme les indices contravariants de T avec +Ig,,
on somme les indices covariants avec —I%,,
en respectant les conventions d'Einstein.

Rappel : en coordonnées cartésiennes les I'q, sont tous nuls.



Résumé sur le gradient d’'un champ

m tensoriel

@ Définition tensorielle de gradT : dT = gradT -dM

@ Si T est d'ordre p, gradT est d'ordre p+ 1
R @ Composantes de gradT sur la base naturelle I (T d'ordre 3)
Sradient (gradT)Vy, = Ty, + T T, + T T, — 19,7,

(le dernier indice de gradT est l'indice de dérivation)

Exemples :
o Le gradient d'un champ scalaire est un vecteur :
(gl‘adf)g :f:f (composantes covariantes sur la base naturelle)
@ Le gradient d'un champ vectoriel est d’ordre 2 :
(gradv)'y =v' ,+Vv"I" ,
(gradv)y =vi¢—v, I}
(en coordonnées cartésiennes, la matrice [V* o] est appelée matrice jacobienne)

Autres notations : (rencontrées dans la littérature)

gradT =VT (gradT)Vy, =TV}, Ty = 9TV



\MA Divergence d’'un champ tensoriel

Divergence d’un champ d’ordre p > 1
divT = gradT : G

Si T est d'ordre p, divT est d'ordre p— 1.

Autres
opérateurs

Composantes dans la base naturelle :

@ La divergence d'un champ vectoriel est un scalaire :
divv=gradv:G= (V' +V"I"} ) ?f =vl +vrrl,
=i —vnl}) g

(en coordonnées cartésiennes, ['s, =0 = divw =1, =v! | 412513 3)

@ La divergence d'un champ d’ordre 2 est un vecteur :
(divT) = (T%+T™ T}, +T"T,)8f

m

=Tié7g+Tm£F£n€+TimF£w



\MA Rotationnel d’'un champ tensoriel

Rotationnel d’'un champ d’ordre p > 1
rotT = —gradT : H

Si T est d'ordre p, rotT est d'ordre p.
Autres
opérateurs

Composantes dans la base naturelle :
@ Le rotationnel d’'un champ vectoriel est vectoriel :
k_ o m\ pijk — . pijk
(rotv)* = — (vij — v I}) W = —v; j 1Y
rotv = (v32 —vp3) h*l ey + (vi3 —v3 1) 312 er + (vo,1 —vi o) B

:ﬁ ((vz2—va3)er+(vig—v3i) e+ (o1 —vio)es)

e3

@ Le rotationnel d’un champ d’ordre 2 est d’ordre 2 :
(rotT)" = (gradT)'p, h?”
= (T, q+T’" Ly =TI %
=(T'p,+T", T, )h‘”’f



\MA Laplacien d’'un champ tensoriel

Laplacien d’un champ d’'ordre p > 0
AT = divgradT

Si T est d'ordre p, AT est d’ordre p.

Autres

e Composantes dans la base naturelle :

@ Le laplacien d’un champ scalaire est un champ scalaire :
Af = divgradf: gr?d(gradf) G = ((ﬁi)J—ﬁmFZ?) gv
=fi8" —fumIl 8"
@ Le laplacien d’un champ vectoriel est un champ vectoriel :
Av =grad(gradv):G
(Av)' =((gradv)’, 4+ (gradv)", I}, + (gradv),, ') g
(A v)’ = -++  (long 4 écrire car (gradv)i, , contient des dérivées de IS, )
En coordonnées cartésiennes (I's,=0) orthonormées ([g*°] = [I]) :

(Av)' = (gradv)’, 48" =v' g = Y- Vipp




\MA Formulaires classiques

@ Chaque systeme de coordonnées est caractérisé par :

o sa base naturelle,

@ sa base physique,

o ses 18 coefficients de Christoffel {I"%,}.

Autres @ Les expressions des composantes dans la base naturelle des

perateLes opérateurs différentiels grad, div, rot et A sont les mémes
pour tous les systémes de coordonnées.

@ Les formulaires classiques supposent des composantes
données dans la base physique. lls sont donc spécifiques a
chaque systéme de coordonnées.

Avis aux praticiens du calcul formel :
Package Tens3D, pour Maple® et Mathematica®, pour pratiquer

I'algébre et I'analyse dans toute base et tout systéme de coordonnées.

http://jean.garrigues.perso.centrale-marseille.fr/tens3d.html




\MA Champs tensoriels particuliers

Champ tensoriel conservatif
T (M) est conservatif dans & si

divl =0, YMecP

Propriété :
T(M) € VP conservatif = J¥(M) € V7 tel que T = rot¥

Champs
i (si p=1, ¥ est appelé potentiel vecteur du champ conservatif)

particuliers

Champ tensoriel irrotationnel
T (M) est irrotationnel dans Z si  rotT =0, YMe P

Propriété :
T(M) € V®P irrotationnel = 3@ (M) € VP! tq. T = grad ®

(si p=1, @ est appelé potentiel scalaire du champ irrotationnel)



Théorémes importants

@ Soit 2 un domaine volumique fermé, connexe par arcs, de
frontiére(s) 0%, n est la normale unitaire extérieure & d 7.

Théoréme de la divergence (Ostrogradski)

VT (M) € VP, /didev: T -nds
2 09

« L'intégrale de divT sur Z est égale au flux de T a travers la frontiére. »
Applications . . . .,
@ Soit . un domaine surfacique fermé, connexe par arcs, de

normale unitaire n, de frontiére(s) %, t est la tangente
unitaire 3 %.

Théoréme de Stokes

VT(M) € VEP, /(rotT)-nds=/T-tcw
S 4

« Le flux de rotT a travers . est égal a la circulation de T le long du contour. »



\MA Quelques identités utiles

f champ scalaire; v,w champs vectoriels; T champ tensoriel d'ordre 2.

gradOM =G gradG =0 gradH =0

divrotv =0

rotgradf =0 rotgradv =0

grad(fv) =f gradv+v® gradf

particuliers div(fv) =f divv +gradf -v

Applications rot(fv) = f rotv + gradf Av

div(v Aw) =w-rotv —v - rotw

Av = graddivv —rotrotv AT = graddivT —rotrotT
div(T®@v) = gradT -v+T divv

divv®T) =v®divT +gradv-T'

div(T -v) =v-div(T ")+ T : gradv

div(v-T) =v-divT +T : gradv

000 (voir les fichiers démo de Tens3D)




\MA Deux applications importantes :

Dérivée temporelle d'intégrales a bord variable :

d OT(M, 1)
dr = — T :
i /Q(t)T(M’I) & /@(r) ot dv+/a@(t) (N.2) (v (N,1) -m) ds

ou: T(M,1) eV, Me D), N € dP(1),
v/ (N,t) : vitesse des points de la frontiére variable.

Applications

Equations de compatibilité :

Jv(M) solution de S = symgradv si et seulement si  rotrot' S =0

Forme équivalente :
graddivS +grad' divS — gradgradtS —AS =0



\MA Et maintenant, une annonce...

Le prochain épisode s'intitule :

Cinématique des milieux continus

Au programme :
@ Observateurs et changements d'observateurs;
@ Universalité des définitions et des lois ;
@ Objectivité ou non des grandeurs physiques ;
@ Description des champs en MMC;
@ Déformation (ni petite, ni grande : normale!) ;

@ Vitesse de déformation.

Merci de votre attention.
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